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AVANT-PROPOS, 



u Dans ces derniers temps, le développemuit des fonctions 
en séries a beauooap occupé les géomètres; on ferait un ou- 
vrage considérable, si Ton se proposait de rassembler tout ce 

qit'ih ont écrit SUT ce sujet. » 

Ces paroles d'un siwaat célèbre expliquent, nùenx que je ne 
ie pourrais faire, les omissions nombreuses de ce Traité élé- 
mentaire des séries : mon unique dosir étant d'filre ulile aux 
jeunes gens peu familiarisés avec l'Anulyse infinitésimale, en 
leur'rendant accessible l'une des théories les plus fécondes et 
les plus délicates des Hathémaiiquas, j'ai dû passer sons rilence 
tout ce qui suppose, ches: le lecteur, une connaissance assez 
approfondie du Calcul diOéreatiel et du Calcul intégral; par 
exemple, les séria 'de Lagraage, d'Euler, de Fotarier; les tra- 
Tanx dans lesquels Legendre, Pcnsson, Binet, Caucfay, Dirichlet, 
Halmstein et tant d'autres géomètres ont appliqué les intégrales 
définies à la ^ommatian des séries; etc. 

Malgré ras lacunes regrettables, on s'assurera aisément, en 
parconrant les cent trente-deux pages composant cet t^uacule, 
qu'il r«i&nne beaucoup plus de choses qu'on ne smit, an pre- 



Tiii AVAHT-PBWOS. 
■mter abord, tenté dele croire. Si, comme j'ose l'espérer, il est 
favorablement accuolli par les Géomètres, les Professeurs ef 
les Élèves, j'essayenU peut-être, quelque jour, de réaliser le 
programme, ou plotét le TOen formulé par le smnt et reqteo- 
table Lacroix. 

Pute, «liTrier 1880. 
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TRAITÉ ÊIÉMENTAIRE 

DES SÉRIES. 



CHAPITRE I. 

PRËLIHINAIBES. 

1. DÉnNiTiDN. On appelle sène wu tiûu înàifimidtttTmH pn- 

cidant suivant une toi délerminie. 

D'nprÈs cette définition, l'on doit toujours pouvoir cafcu/er un /«niM 
(b raruf donné, soit direcieniciil, soit au ninypii des termes qai le 
précèdent [*). Autrement dit, si les termes d'une série sont dési- 
gnés par 

«f t^. «» — •• 

le terme général u, est fmeUm de ». 

It. Divmsn BUtsa h ainst. Désignons par S, la umiiM dtt 
n frmien Umn d'nne série, savoir : 

S,=u, 

Cette somme, aussi bien que u„, est une fuiction de n. Cela pvé, 
trois cas peuienl se présenter : 

1° Si tatomm dein premiers termes Imi un wu Unu'U finit 
et dikminéi S, lorsque le nombre n croît îndéGmrocnt, fa série est , 
dite amvergeate; ' 

2° Dans le cas contraire, c'est-à-dire fuand la tommt S^, pnit 

a, T, 11, is, 

panl eue abtonD, nll drnclMiiiif, )D mojitB dali nitnBlatia=3+t[s— ■), «ilt |>«r 
dM MMlOonl igccBuWat. 



a TRinti ÉUta&NTAIRE DES SÈMES. 

croitrt (en valeur abiolne] au dt touie Hmie, m dit que' la série 

est divergente ; 

3° Enlin, j't7amwgu« Id *onim« S„, sans crottre au delà de tODte 
limife, n'ait pai de limite déterminée, la série D'est nî eomergmie ni 

âitergtitle : ou peiil lui timmct le nom de lérte indétermihié ('), 

5. iJ'npri'S ces di'ficii lions, vite progression par guolieiil, itlitnilie 
cl décroissaiHe, est une série coiivergenle; une proyression par guo- 
tieni, ittimiléc «( eroisianle, est une série divergente; eiilin la pra- 



+1, 



+1, —1, +1, 



dont le terme giînoral vsl { — i i^oii^lilur 
car S„ égale l uu 0, suiv^iiit que L'-t inqmi; 

4. Les séries coiiierj^eiitL-; ^ojil le;, ^euk'^ 
déter. parce que (ts uulx'n sénés ne pciii:ciil r 
titi ("}, 11. est doiii^ rnwssnire (le siivoir i 
proposée est cou ver yen le ou iiuii toiui.Tf'eiil 
viendra, prêtât loui'ûurf , en appUijuanl les 
le cbapilre snivant. 



,'connoitre 
rèj;le= ili 



l") L j a |ilui; Ici ci|irsiBiBiu : Umiu iTiim iiMi,ninffli d'uw iMt, a' 
■ucDn suai, iDnqm ]i séria n'ai pu eoanr|eiile.On pauldone s'éloanerqucda granit 
KAnmimi ileBl éasnCi lu fnjullllOBS uiianla : 




CHAPITRE II. 



THÉORÈMES SUR Là CONVERGENCE:. 

TU«*aa> |tii«»i». 

B. Thèokëhb I. Dam toute série eonverginte, It lerm ginhal a 
pour ItmiUi zéro, 

DAnoniiraliOTi. Désignons par S la limite vors laquelle l«ml lu 
somme des n premiers termes, et par R, le rette de la sirie; en 
RoHtt que 

Chniigeont n en n — 1 , nous auroL» 

S„-,+ K„_, = S. 
Ces JcQi égalités, retranchées membre à membre, donnent 

■ail, lorsque n eroll indéfiniment, tes restes R„ R.-! leadenl vers 
tim ; donc 

6. TeteiiMB H. Dam toute série eomtrgenle, la mmme (fun 
nombre qaekmque â» lamtt eoméeutift a paw* lïim'M sAv. 

2Wn»iu(nilii>n. CongervaDt les natations du uaméro précédent, 
repr^Utons par la somme des n+p premiers larmes; uoni 
anroDS 

S,+B.= S, S„+p+R«4.p= S. 
Ces deux équations donnent 

u,+,+ u„+,+ + R„+^— R„=0 ; 

(') Il esi bon de nnarquer, i propos de celle proposiiioii fonilamuaUli:, i|iic la nt' 




dont les lernua, abslricllan faile au idgM, *obI dlbori en HgnnUkl, «it eonn^lc. 



A nUtTÉ fil^ENTilBE DBS SËHIES. 

puis, M le nombre n croh iedéfiniment, 

(Mn(M,^.,+ M^„+ +u„+p)=0. 

7, Remarque». \. L'éDoncé et 1b déraonslrûtiuEi du iluniler [\iéa- 
rème supposent que h nombre p des termes consécutifs eil constant : il 
pent, d'ailleurs, fin' .mssi ^riunl qu'on le veut ('). 

II. Les IhiîorÈmus [irétèlfiUs cipnmënt deux conditions nui- 
qaelles salisfont toutes les séries convergentes. ConsÉquemmeat, toute 
série qai n'y wUtifiut pu « saurait Un cottargeHie, Nous démon- 
trerons pins loin que ces conditions, nicMOirtê, sont loin d'être 
sujjisanlet {"). 

Le second ihéorÈrae est une conséquence du premier; car lides 
quanltiis, en nombre Imiié, tendent chacune vers zéro, leur somme a 
pour limite séro. Il rOsulle de lù que si les termes d'une série, «onwr- 
gtnfe ou ditergente, ont pour limite zéro, on en pMI toujouTI tramer 
p eoméciitifs dont la somme soit inférieure ii un nombre donné 
En elTet, pour satisfaire à l'inégnlité 



n'oUi et «luMjhihRnl croltionf. 

("1 Ceil doiK pir imdTcrUnca qni, dttii no (oïl bon Tn\li du Calcul dilTiTL'iiiluI, 
on a ùnaad e( Mmoniré la proposllian aulianie : 

tlDII*1I,II D al taffismiwicnl r/rand, p 

Cellapropiuili™ faussr, :\m l'un rcli Liiiio Jjd5 Ij plu^irl des Trailùs iJ'Algi!l>ri; ou Oa 
Cileàl dUftHiUol, 3 élO tnouKC d'abord, chose cilnorJiiiairc! |iBr l'Éminonl pÉauiilIO 
t nul tm deft In premiirei reslvrcbes sut ta coDiorgcnce des ùrlci. On lii. en efïi, 
dM» la Bt>rci«<a HmémMqua {U H, p. Wl) : 

. ( D'ipT(*ca pilKlM pour que 11 série soU coa*crsule,it est nécestalre cl 11 t»Bl 
quo lei nlclm Ael soirinea 

«OTnipoDdlnles i dD Iri's -grandes ulturs ik ri, dilïï'reni Iri'î-pcii ]es unes desanires. 



ilnlmnê in/Snlmial felUe, guond on fliMtiu hu 'jiuidrf ii unr mliw in^nioiflU ^«ilf, 
.jiipl lyue loi! d'oilbur» le nowiire inMw ripr/senlt jiai m. n 

coaMIlue la prppoilllou lauwc dont iiobi pitlionj loul i rin-'ur^'. 



DigilizedliyGoCgle 



CBAPmtE II.— TBÉOBÈHES SCIt U. OXEimGMCB: 5 
dans laipielle loi» les tmms soat lupposés poiitib. Il suffit de rendre 
ducane des parties do premier membre moindre iiue ~ ('}• 

IV. Il y a cette dilKrencc entre les séries coavergeDlei et les séries 
divergentes, que, dam toute série convergmtâ, la tomme ât p Itnm 
etmiieulifs lend vers une limite, quand le nombre p ûugmmUa indéfi- 
nÛMnl. et que. dans les sMes divergmttei, eilte jommi tn4tiiidé/t- 
«'mml avec p, quel que loit le rang du premier det Urout eemidMt. ' 
Cet deux propriétés, ^oe l'on pourrait regarder comme érideoles, ré- 
gnIiflDt, très-simplement, des principes précédents. 

Ën effet, ai la série est convergente, on a 

— S«+ l^ht* — ^m— 0 î 
puis, en supposant n constant et p Tariable, 

itm[S„+p— S„)— R„ — 0, 
ou iiin(S„+p— S„) — S— S„. 

Au contraire, b série étant divergente, la somme S^,, peot dépasser 
loDla limite; et il en est évidemment de mime ponr (S,^^^S^ ("). 

8. lUoiiv m. Dam laut» (M coiiMi^mM, la «mmm d^m 
mmltn inâijhiinmt grand ("') de tsn^ti evitéeutift bnd nm tin, 
brifW b rang du frmtùr de te» Isdmi «igmsMi met^tnimml. 

DAnonilrdA'tm. Didi l'éqaitioD 

.supposons que p soit une fonction de n, qui devienne infinie avec 
cette variable. Nous aurons, tn paitani à la limite, 

lim «,H^+ + «mJ=0. 

absolument comme dans le cas oii p était lupposé ooostant (6). 

n DaubflittrttocM, In wmaide 1* tèti» waiea lUtnbini, du 1101111 à 
pinir du l-oi dfeat. S'il en CM nul, n«èEi[IU d-denai ma tMUi M»qa« >Ma un 

n Ttiionn «■ nippoHiit ■ MasiMi. 



6 ' lUint ÊLSHENTÀIBB IffiS SËRrF.S. 

9. AiAtarfiM. Cette pntporitioii, beanaoup plu^ RÙiicrnin le 

Théorème II, n'eiprime pourlant pas une propriélD ijui apparlictinc 
exclus! ïomeiit nux sùne.s convergenfes. Pour le montrer sur UD eiem- 
plc sinipli-, consMi'Tiins In i-érie diverijcMe 

En loppDunt f=>t , nous aurons 

Tons lei termes du second ineDilMe loni inoiedrei que ^ ; dene 
S.,-S.<i. 

el. conséquemmenl, Itin(S^ — S„)=0. 

Aiïist. la snmmt rfuniinnibrc indéfimmeat grand de termes eonsécultfi 
pial avoir pour timiU zéro, sans tjue la série soit eonnergenle ["). 

10. Tn:ËniigHi! IV. Si les termes d'imt série soai, en valeur cAtotue, 
respectivement moindres que ceux d'um série comergtnie dont tous Us 
termes ont même signe, la première série est convergente. 

Démonstration. Décomposons la somme S„ des n premiers termes 
de la série convergeale en deni parties a„. b„; a„ représentant l'en- 
semble Jes termes correspondant aux termes positifs de la première 
série, et 6^ le somme de ccui qui correspondent aux termes négatifs 
de ccllc-ci. Désignons par a',, 6', les quantités analogues, rela- 
litcs i la première série. Hous aorons 

La seconde série étnnt conrergente, les sommes fimtha croit- 
(oiKM 0,, b„ ont des limites a, ^ ; donc les tmMM pen'Inw craà- 
santit a'n, b'g, rupeelùument moindru que lu prmOrti, ont des 
limitas tt', ^';el la twmme g„a pareillement une limite, égale à 

à'-p. 



n Vnlri>1iiiMn,n<'ls. 

(") Celle profHnnloninMlBeceiiua Masatontdllcl-ileiiH(ii*T). 



CHAPITRE n. — THÉORÈMES SDR LA CONVERGENCE, 7 
11. Remargiui. I. (I e^l évident qae le même lh£nr£nie subsiste 
loraquo les IcriDCB de la premiËro série sont égaux h ccui do In 6e- 
conile, respectivement multipliéii |i.ir des quantités pasïtivcs du néga' 
liïes quelconques, mois /imei. 

11. Si la série convergente donnée n'.ivnit pas ses termes Je mfime 
signe, In proposition pourrnit £trc en dËraut : en elTct, In dilTércnco 
a„ — b„ peut avoir une limite, bien ijue les sommes a„, b„ croissent 
indéfiniment ('). 

12. Ai.pucATio.>s. L. La térie 

l + J ■+*,-^ + T3-= + + j ^ - ' , - „_| - | + 

dont les termes, à porlir du qualrif^mc, sont rcspectivcmetit moin-' 
drcs que ccui de lo progression 



est convergente ("). 
II. La série 



Il converuentt {'"). 
m. La série 



dans laquelle n. h, c sorti îles quantités positms, esf^avergentt s. 
est inférieitrc à b. Dans le cas contraire, tlle est ilïttrgente. 



g iTRAlTf; ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIE5. 

Kn pffel , dans le prumier cns, les termes sonl, à psrlir du Iroi- 
lième, respectivement moinJres que ceui de In progreuioa décrois- 
Nmte 

c)= 

etc. 

KtgU* da MD«ngniM. 

13. ThAobAhiV. Vm léria M ea mxr y m it rf, à partir iTun etrUûn 
nu^.len^pond'mltmtauUnupritédtnt, priiffivakarabiobu, 
M conuamnutU infiritur à un nombre doimé, moinârt q\u l'miti. 

Mnmitralfen. D'ipiès Je Théorème IV, il gnfBt de coDiidirer le 
cas où tout les termes sont positirs. Or, si l'on a 

^f<" S-;<" s5îr<" 

a étant nne conslantc positive, inférieure à l'unité, il en résulte que 
les termes 



sont respectivement moindres que les termes de la progression dé- 
croisBanle 

m.. «Vi «"Hi \ 

Et comme cette pragretsion Forme nne série convergente, il en est 
de même pour la série proposée. 

\A. Rmarqtut. I. Ordinairement ce théorème peut être énoncé 
ainsi ; Vtu série etl amttrgtMi, si la rapport d'un terme au larme 
priddml, prie en «olsur abubu, lend m» une Umite moindre que 

II. Cependant la première proposition est plas générale que la 
seconde : il penl arrÎTer, en eOet, que le rapport n'ait pas de 



(■] A am da 



CHAPITRE H THËOR^IBS SDA LA. COHVERGEEIIX. Q 

limite détormiDée, C'est ce qBÎ a liea, par euaple, pour li aitia 
soft . jjn'tiln'ar . , . .lb-i riB'8»...«ln'riT . 

dans liquelle od loppoie 

0<A<1, 0<9<,r. 
Cette série est convergente, car le rapport 
«.4.1 _ , _tin^^-H)ç_ 

est inférieur i k {']. 

III. Si tau* U» Itrmu OfU «time signe, et gtie le rapport ~- ail 
pour Hmilt Tmit^ latéritfM être divergente {"). 

IV. En coniervant tes notations précédentes, et en supposant Iom 
Im (stmm pe»itifi, m a 

En effet, les iBégalités 

^.+i<«à'». 

donnent 

a,<«Bi,(H-*+«»+ ); 



IB. AmiUTtons. I. Li jAw eipooentielle 
Mfî, quil qiu ioil I ("■). 



Ed effcit, 



( ) Eiccpli; pourIcsïslcutstli!ai|uidonQi!riiainjini|F.+l)î=:i. MiU, Ûtntaat, 
l'arc TwnliconimeiuiiribtD irec 11 clrcDnrérence; e[, i cauK de iiDtta4->)f=it, 
w t-Miiiniil d un po^iMIW. 
("] Ceci Mn froaié plm Md. 
r*) LniDBBwdcceUaiéilantf*. 
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10 TRAITÉ ÉLÉNUtTAISB SBS SËRIES. 

II. £a $éi» logiritlimîqiie 



«I eomtrymU pour (euM lu wUem da x comprim mm +1 tt — 1 . 
Effectiveinent, 

Km ^~ = » Itm =m; 

donc, en valeur absolue, 

(■)•' 

111. Ia Uri» du binAim 



M eenvtrgmU lortque ta variabU x est compri$e m(ra-f-l tt — 1. 
Dans ce cas, 

donc 

et, en valeur absolue, 

(,m'^<l (■■). 
- 16. TMoiËMB VI. Vne tirie 

«.+«.+«,+ +«_+ 

«I conwrgmie ou dmirgtnte, «avant qw la valmr ebmlut da yu„ 
tend vtrt une limiu 1 inférieurt ou tupérimm à l'tmilé. 
BémantUVlion. Soit a nue quantité comprise entra 1 et il. Dans 

C] Onnn* phn loin qaa eetu ttrle eu iMn w iyiitt |ioiir bi=— (, dhw^ml) pour 

I"| GMM iérl«, diTe1a|i|ieidaiil dB ul cdcoko eonvtrgenlB k>HilDOz=±l, 
n «im potiUf, os lorgqna skI, «Mut comprli antre Ont — t (Conplw rawhu de 



CHAPITRE II. — THÉORÈMES SDR lA CrarVERGENCE. Il 
le premier cas, à partir d'une certaine valeur den, on aura (tonjonrs 
en valeur absolae) 

u„<a\ ; 

donc In série est convergente (TliËar. III]. , 

Obdi le second eu, les termes de la série poorront Être rendus 
constamment piqs grands que ceui d'ane prggreisioD croiuante; 
donc, etc. 

17. Amlication. La série 

■^M^'M^A^ 

«Il contergeiUe ou divergmit, mivanl guc x at, m vaUar àbtolut, 
inférieur ou supérieur à l'uaïU {']. 
On a cfTcctiïcmcnt 

/fin"j/u„=a!. 

18. THtoaiMsVU. Si ltUtrmadécroituntittdé^inunt, al qu'Ut 
tùm alltrnatiiittimt foiitifi $l u^afif$, h tHi* eu comMrgmte. 

. Dimanitration. Soit la séria ' 

«1—».+ «»—«*+ tl,+H,M.,— 

dans laquelle nous sopposooi 

«.>".>«.> >«-,>ti,>iw.> >0 ("). 

et, en oatre, ' 

Hmu„=:0. 



n On<i>ppuoa|»ill<f,otiiD irmtlunéRstir noiicniicr. 

("I SI lu immisre lemcs ne salisfaisaiiTii |>iis j a-i condiiinns, on n;prëst nie rail par 
R, la tenDB I pirtir duquel, la ifrie immait réguUirt, elles wnt TéilQéca. Pir oiooiple, 
dira la eu de 11 iMa 




^ .18" IS'I ^=JÎLh etc. 
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11 TRAITÉ ÉLËHBNTAI^ DES SÉBIES. 

Si, pour finr les idiei, nom lappuoni n pair, qDnt.anrou : 

S,= w„ 
S,=u,— u,. 

S,= (u,-«,)+«.=u,-(«,-«,), 
. S.= (u,_„,)+(",-".)=".-(".-".)-w, . 



= «,—(«.— ».}— («4— ««)— — (««-«—«.,-■)—»«. 

AiDsi, ief «qnmrà tle rang impair vont en dininoaiit, et les anlres 
vont en augmeotant. D'ailleurs. Is diDÎSnnce 

a pour limite zéro ; donc ces diverses sommes ont me UmiU commune 
S, ampriu mm deux sommtt amtieutna quitconjiut. 

19. Bemarquu. I. Si les termes. alleroBtiTement positiri et né- 
gatifs, et diemuanU, (eodaïent vers ane limite X diOïrente de zéro, 
la série serait indéurmMi. En effet, les sommes S,, S,, S^, ... Sn_i 
iraient encore en diminaant, et les sommes S,, S,, .... S,., nspus- 
(twnwnl moinira que la prmiirts, iraient encore en augmentant; 
en sorte que les unes et les aatres auraient des limites. Hais, i 
.causa de film lÂH (S^, — 5,}=^, 
on anraït IintS,^!— Iïffl8H=X. 

Ainsi) lit itmtli des iotmm d» rang tmpaàr unit égtàe i In Umitê 
dti lommu d» rang pair, augmntét d«X (). 



il Ml 11 iMt 




^i.»"^».*"*" "**(*»— 11*1 



■Amt . HnS(=IS. 
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CHAPITRE H. — THÉORÈMES SDR lA COm'ERGENCE. 13 



20. Théoeèbe VIII. Les menus choses ilant posées gue dans le 
Thiorime VII, l'erreur ; que l'on commet en prenant la somme S,, oh 
limdtM limite S, est inférieure au terme m^*., lut mil «lui auquel 
on l'arriu. 

Démmilratioa, 1* Si n est pair, on a 

s;.<s<s,+,; 

* d'où S— S„<S^,— S,, 

c'esUi-dira e<u„+i. 
2° n étiQt impair, on a 

S,>S>S„+,; 
pnis S„— S<S„ — S„_^,; 

etenfin ^<u^,- 

21. Remarque. L'erreur t. prise positivement ou n£gativeraent. 
suivant que n est pair ou impair, est égale au reste R„ de la s£ric. 

22. TaâOKtaB IX. Une série eompotée de termes positifs et de termes 
négatifs est convergente li les groupes successifs, formés par dis termes 
de mime signe, diminuent indéfiniment. 

Démoiutration. Supposons que lu sério se compose d'un certain 
nombre de termes positifs, suivis d'un curtiiin nombre de termes né- 
gatifs, suivis, A leur tour, d'un certain nombre de termes positifs, etc. 
Représentons par g, la somme des termes formant le premier groupe, 
par — g, ia Moime des termes formant le deuiiËme groupe, etc. lie 
terme gioénil Hh appartient è au certain groupe^; par MUéqneflti 
la somme est comprise entre 

Sf.— S,+St.— ±fl*-i 

et Si— Si+S.— "—iïi-iTtfi. 

°""""*^-T-(ï-3-(l-S)--(S-ia 

donc lto^«a-(l-ll), 
ou ftmSbjal-hUKS,. 



H TRAlTf, ÉLÉMENTAIRE DES S&UES. 

D'après le TliÉorÈme VII, cu deas gomiies Wt vm liMfa «Hd- 
uniiQ S. Donc aussi 

25. 

«I concw(/en(e. 
En cOet : 

r». 5,=!. j,=|+l, }.=;+!+!. 

"=îfcîc;*iô^+ +<râ)- 

OQ cooclat (!.<- ' 

S 

pn» il«ft=:0. 

a- 

donc oj — ff , , ^ * ^ 

quantité positife. 

M. TntDBlHR X. i<i m^nws cftoMs rtanf poires gue (tons Je TAffo- 
. rèmelX, Cwrewr gw mnmet en prenant la somme des i premiers 
groupu, au Heu ta limite S, ul inférieure au groupe de rang i+l. 

La démonsiniion estiemblable à caJle du Théorème VIII. 

M. Ldoib I, Si î{i) Ml una /oncinm poifinw et craÙMnla, AmJ 
ifl (ttrnrfe mil (UcrvtHoitU, on a 

f{«>^h)~f{p)<hf{x) (1). 
/■(a')-/î«-ft)>Ar{«) (2). 
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CHAPITRE II.— TIIËORËMES SOS hk OniTBRGENCE. IS 
Ces denx inégalités, qui deviennent évidentes m moyeo d'one 
figure, peuvent anssi se démontrer comme il sait : 
Soient 

#)=/t»+»)-fI»)-VH. tW=/I«)-A«-»)-»/'H; 

d'où 

D'après la lecoode bjpolhèM, 

La roaetiM) ayant une dérivée nigalivi, est dimUimU- 

D'ailleurs, elle s'annule ovcc h: donc. etc. 

26. Lbumb II. Soil un» fonelion posilive el iniUlinmmt di- 
croiisanle, du moins à partir de ï = a— 1; soiI F{i) la fonelion pri- 
tnilived«f(i). On a 

+ + +f^a+n~l)>h-{a+n)~V{a) (3). 

I[a)+rifl+l)+ +fta+n-l)<F(«+n-lHF(a-l) (4). 

Les inégalités (1) et (3) donnent 

f{x+n-lk)-{[:^h)>h[f[x)+nx+h)+.....+f{x+n~lh)]. 

Ufirapliiçant/'parF, f parf, s para, el ftparl, on a les inéga- 
lités (3). (4). 

27: atmarqm.t Ce second lemine eit évident i l'inspection 



■contre 






N 










— -5- * A 




■ j£ * </ v — ' — 1r-r~k r 



n Ohw nâihoda irtwlmple a éW oœplDjie pu M. l. OUrier llumal * Cmn, 
ua). 
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16 - TRAITÉ ti£llBI(TAB(E DBS ^BIES. 

tl. Si F[x} devient infinie pour x==a-^t, on nniplMB l'inéga- 
lité (4) par celle-ci ; 

l{a+i)+f{a+ î)+ +{[a+n)< P(a+n)— F(«), 

qai équivaut à 

f{a)+{{<H-i)+ +/i;a-l-n-l)<F(a+«)-F{a)-/t«+'»)+/(«) 

28. Teëorème XI (ThéorËme de Caucby] . Si f(i) ul WM fonction 
potitive el indéfiniment dtcroissante, la lérie 

/1<.)+/Îa+1)-1- +f[a+n-i)+ 

eu eonvergenle ou divergente m niftn* l»mp< qut la fonction pnmi- 
Ir«F(i){-). 

Ce thî'orfimc vsl âviJemment contenu dans le Lemmell. 

' 29. CORÛLLAIRK (■■). iel SA-IM 



!(HJi+*^ 3(13)1+' 



T"(n+a)i|ti+ailll(n-i-î)l'+ 



sonl convertjenles lorsque k Ml potiHf, Hvo^mUi «' k M nul OU né, 

gatif. 

DémoMlralion. V Si l'on «appose 



et ces diverses fondions primitives sont convergentes ou divergentes, 
selon que la constante î; est positive ou négative. U en eit donc de 
tokme des séries correspondantes (Théor. XI). 



(") Vï ï Id. Bcrlnod (Journal di Liout 
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CHAPITRE il. — THÉORÈMES SDR LA COKVERGENCE. . I7 
2' Soit 

/•(.)='-, /W=i, /W=^, ; 

■lors 

F{a;]=C+lx. F(i)=C+ite, F(ie)=C+Hta!. elc. 
50. Théorème XIT. 1° Une série Bompoiée â» Itrmtt poniifi ti 
indéfiaiment décroissants est DiVRBGBim it, à porAr (fitne cérlaine 
valeur de n, on a eoasUmment 

oo^,>±, ov%,>^, ou, elc, 

d AanI KM cofUbMifpoiifÎM; 

a* la tins eit cohvirgbktb n , à panii- d'une artain» valeur de 
'o,ma eonitanmwHt 

3 ri k ^Wnl (ie« coMfanles positives. 

Ce tlitorùme risulii; immâli.itiimi'nt Ju corollaire qui précède, 
joiiil .1» Tm'or,-mi> X. 

'31. TuËonÈHE Xltl. Les conditions de comtr^eneu de loult térie 
à lenaet positifs it indéfiniment décroitsanU sont compritet dam le 
tableau tuitant : 




Démentiration. Les coTiditions nécessaires n'exigent aucune eipli- 
cation : elles résultent do corollaire ci-dessos (39). RelaliTcment aux 
conditions soffisantes, il saHit de Taire observer que si le produit 



1$ TH4rrÉ_ÈLÉMENTATRE DES SÉRIES. 

nUan^ tend Ters une limite A, lorsque n ougmcnte iiidéfiniineDt, on a 

donc la série est convergente (Tliéor. XII. 2°) ; elc. 

52. Rtmargaa. l. L'application des r&gles qui résultent de ce 
taUein permettra tonjoan de »Toir li le série i liqaelle on les ap- 
pliqneesl«raï«r(çeDle.oadiTergente}c'eït-ù^ii«qilel'on n'enra pa», 
indéfiniment, 

î>".>^. à>'.>iiiîfs- m^>«->miiir^ 

En effet, quelle que soit la »alenr attribuée à M, le» foilclioùs tn. 
Un, tUn, ... 6ni«aent par deTenir imaginaireg ("). 
II. Si l'on considère les équations 

et les courbes qu'elles reprusenlctit. ou voit que les ordonnées de Ces 
lignes apnt poêitiva, finitt et i»nitnu« à partir de 

x=0, at=:it îs=;b. , 

De plus, le» poinb d'interscclion du deux courbes consécutives ont 
pour coordonnées : 













-«+*) 








y=a ; 







(*) MoBi Hippowni. pour plus da ilmpUelié, qne Ions lei termei i» lu strie oni e'i 
mnUJpIite pu m (KUnr diidtf do nunlirs t rendre £pui 1 l'uniti les niunéraiCDrs ifei 

r) Fuie (Tavolr ti\\ eeue icEnirque , un gtonèire i pensé qu'une lirlc peu (voir 
pour ternis itotni - g . ^^'^ — , IB nombie des fiKienrs Sa déhmnlutlear «lut In- 
ArI, (tqie nbou Actif* t^rf>(doiilUHU tel tennei senlenl liiii||ln>Irei:] oin fwtjw 



35; AnuCATiOKS. 1. La série 

isi divtrgmîe. 
EnelTel, lim nu„ = iim = 1 . 

11. Laiérie 

t$t etmvtrgmb ou ditwrgcHM, tiuvanl que a surpaiu ou m mpaitt 



li, . éfàot pins grand qoe |-Qnit£, on prend 1. Ut dut 

premières cooditions (31) étant vérilîéei. là sirie est dons conTér- 
ftente (*). 
lli. £a sin'ï 

+(;-sâ-')+ ■ 



■"■■»'=iî-iiâi'('+iîr'= 



IV. La Si 



S-')"--(l-')~- -^{mr']'"-*- 

lit convergenie si a eH posilif, divtrgenlt si a est nul ou négatif. 
1' On peut ëcrire 



Cette quantité a pour limile léro, si l+ct est positif. 



n posant 



e «f emvtrgatle. 



Jonc fa sAne eif 



CHAPITRE II. — THÉORÈMES SUIS L\ mN\^ERGE?îCE. 21 
et celte quantité crotl iiidéfininimJt avec n ('] ; il y a donc incerli- 
l&de sur la nature de In série. Hais 

"'""»-».=;ir liSr, sèiî'('+S3)'"'('+î)' • 

donc fi)nnbillfl.ll,= l : 

la série «i divergente ("). 
5° Elle l'est, i plus forte nison, si a est négïtir. 



54. Les règles prÉcéJcHica deviennent peu enmmodca lorsque le 
terme général, u„, est an [iroiluit dans lequel le numbro des fncleurs 
croit indéGniment avec n. Quand celle circonstance se [irésenle, on 
peut recourir de nouvelles règles ('"), qui résultent des propasilions 
suivBfites. , 

3S. LiMMB 1. La léria 

i+éi + z^+- ■ 
i 



sonl convergentes si k ettposilif, divergmtet n k atnut tMnégalif{i9). 



(■) En elTei.si l'on pose ii+l=f', on trouto 




3! TKAITb liLKMENTAlRB BBS SÉKK. 

sa. LemmeII. Lesquaatilés 

*=("+>)(s:i)"'^"- 

B=(.+2)i(»+2)[=i;(;-g)'*']-(»+i)ic+i), 

C=(»+3).(.+31»(n+3)[=g|g(!3j'-*']--(.+a)l(>H-2)ll(.+!). 

doM la^iuMai.ltt$a<ppi)*ieomprû'tidreÙ»i 1, ttnieniveri ( — k), 
/erigiM n crofi indd/biimmi. 



On tire de li - ■ ■ 

puis 

et enfin Jw»A=— t. 

a* B=(«4-t)i(i.+l)[(^-l]. 

d'où 



CHAPITRE n.~THË(lIu;ME.S SCK LA CONVERGENCE. 

p.» >='('+;ii)'"fl(,+()'-'J' 

etmliiin /.■mll=— 1. 

S- C=(«+2)I(n+2)«(~+2)[(;g)'-l]. 



Soit eocon 
d'oà 



Ces valeurs don n eut 

'^='('+;^J"'('+5)'4fe)'-']. 

pnÎ9 lMnC= — k; 

M. n- 

57. TaÉosÉHeXIV. Une série composée de lermeipotitif$ al eon- 
vergmte ou dnergtnU, mitant que la profiter* du quaatitéi 

(.m [(n +1 ) / {ti + 1 ) — n/n I . 

/,-m[(fl+l)i(n+l)H(B+l)'ip_nI>iHn] 

gui n'ett pa» nulle, est négative ou positive. 

Sopposons. pour fiier les idées, que l'on ait constamment, à pirtir 
d'une certaine ralear de n. 



2^ TIIMI'K |-|.Kyi;\ [-AII|E DES SÈMES, 

yélmû imsilii. I)',i|ir^s [;i ri'liition 

"'"[(" + l)(„i,)'^-"|=-t- 
(Jémon[iï;R ri-dpssus, on peut toujours iissi;;ner une valeur positive 
de k, iiiriirieure à y, \e\k que l'on ait, A pnrlir de la même valeur 
de R. 

Nais, s'il en est ainsi, ks termes île la siiric proposde dÉcroisscnt plus 
rapidement que ceux lic la sârie contcrgcnlc 

l+s4i + 3l^+ -1-;;^^+ ; 

donc Ib premiËre t6ne est conTergetilc. 

La même démonstration est évidemment applicable à tous les 

c o- 

38. Bmarques. I. si l'on pose 




r.=l+r„(« + l). 
r.=«r-^ + r,i("+l). 
r,=n(i.i'!^+r,H(n+l) 

on pourra modifier ainsi l'dnoncé précéJimt : 

O SI k fcciGurqirauiuii qucU[ui! dllDcullù i conipaïur le; blndimiS 
(n+i)l(n-i-l)^-nln, (m.ï)|(m-ï)[^^^J''**]_(»m)I(M-1)=B, 
il poumit lempluer celol-cl pu 

,.H.„i,„,g!(g)-^-», 

En eValiOila dscnlirG qumUii a b inCinelIniluiqiieB. CsHOTBmtrqneubsiiiâ pour 
■et Mira UnAniel, 
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OIAPITRE tl. — TIIËORÈSIES SDR LK CONVEHGEKCE. 95 
Uni lirit ampoiét dt urmei poiitift ttt emvtrgtnle ou divergmU, 
titnmt que la pnmîin det jwmA'M 

f»nr„ HmVi, limr,, lïmr,, , 

n'mi poê mile, M négative ou positiw. 
II. D'après le lemme II, 

Ki»nl^=l. (imnMM^i, nhlM'-f^=i ; 

donc 

iimr,=l + ii'm[r,((n+l)j. limT,=i+lim[r,ll{n+l)]. 
59. KvtucAitons. I. Les séries dont hs termet gSnirdux KM 

;('-î)(-i) (--S)- ^ 

(»+^it»ht4)H(»+i)(*~"3Î5«3) {*~4i«û) (^1^11^- 

nml comwirm» n k ttt potiHf. Dans le cai eontratre, élite eotit 
dnergentet. 

D'après ce que l'on a va précédemment (29), il anlEt de consïd&«r 
Il première bjpolhèBB ('). 
Or, pour la première série, 

'.=("+'),-î,('-=î)-»=-^*= 



Ponr la deuiième, 



n Ba«nel,U l'on suppose t—c, on «bilent les sdriei dltD:8«i>iu 

■L.i ^.i.'-i. I 



El k M n^r, h teiiM Kafral d« diaqui lirie n'a pas pour Ibalu itoi t elC 



H TBIITE ÉLRMENTAIIIK nE.S SÉRIES. 



(i+igo) [i+ie<.)(«+'e|)''' '^{i+<s'']{i+'Ël) (i+'6^) 

dans la^llt a Ml m ari: positif, moindre qw ^, fst comwrjjfntK ou 
iUtergmU, suivant gua cet an surpasse ou ne sui^u pat funtU. 
1* On a 



l-Hg— 

donc h'mr,=sl — a. 

Si a surpasse l'iinité, cette limite est native, et la série fst tonver- 
gentt. 

S° Si8=l. Jtmr,= 0. Hais, daqsceeas, 

U limite dn dénaminatear étant l'oDitâ, il suffit de considirér le àa- 
mératenr. Or, à cause de 



tgjB>», tgai<--^n. 



IH-I -"^ a(n-H)'-l* 



Sans qu'il «oit besoin d'aller plus loin, on voit qaa 
h-m[l— n tg ^]'(»+l}= 0 î 

(*) Pour dai|iUfieT le calcul, nom miiiliaanili r^Bide l> nuttlèn 
(ST, nDte). 

CI U lecondc lnégaliié est une conscquence det reliUogs 



CHAPITRE II. — THÉORÈMES SDH LA COHV^GBHGE. W 
donc fiinr,= l : 

' m. DiteuUr la tirie 

, g'-W (a-K)iaa-t-c) lo'-H')(aa--H;1 . 

'-^ M-e ■ f+c' (4+=]|i6+c] ■ [f-K!(i6'-t-c') 

(cH-«l(ftH-<=l [ii=ïa-K) (a'+c') [Î8--H0 {B=ïa'+tf) 

(M-«l(26-M) t+e) (l.'-K')(a6'-l-c') (n-l t'H-s') 

1> « ^™-l-a "g'-K . . (aa'— aX-Huc'-HM'— to'-i!i> 

* '"•^'IS *^^nS4Î'ï£4^ '~ ti'n'-HW-hi'Ii.+w' ' 
a° Si aa'—M/ est différent de zëto, 

. '-'.=^- 

Suivant |que cette quantité est n^atiM oa jHMiftw, la 4Ërie ut em- 
virgtatt on AiwrjFnl*. 

3' Si aiexWt Hku^sQ, an sorte qu'if y « «teW> !(•■«, diBf 

ce' cas, . 

- — « ■ /-'■ ^,_'_tno'-+<i B'-ttf-iA'4^')i^w'-4-<»Wwi' '. 

f,-i4-(tM-i)r*gs . tf»M-[ttf-W}.>+c«^ ' 

4° On pent [oujours supposer b et b' yosHih. Dès lors, la sérre est 
eomtrgente on divergenle, suivant que l'on a 

ae'+eo — 6ç— 0. 
5* Si oc'+ca' — 6e — e{i'+&b'=0, 
ilyaioul». Hais, indemment, Iini[rii(a+1)]=Q; donc 
t^r,= l : 

te téri» Ml iioergmU. 



40. Jnsqn'A préseot, noos avons supposé que les termes île la série 
proposée décroissaient ind^niment, dn moins n partir ilc l'un d'eux; 
et nooi avons indïqaé diverses règles an moyen desquelle.i on peut, 
dans Ions les cas, recoonatire la conietgeoce ou la divergence. Hais il 



TRAITÉ ÉLÉMEOTAIRE DF.S SÉRIES. 



peut arriver que le terme général u„ , (out en ayant pour limite xiro, 
soit exprimé par noe fonction de n Utntdl croissnnlt et laniSt décroii~ 
tanie ('). Il paraît très-difficile de trouver des rËglos eimples, rela- 
tives à ce cas singulier. Nous nous contenlerons d'ÉDoncer la propo- 
sition Ettiranle, analogue an Théorëme IX : 

41. Tfl&iBiBi XT. Siàaquantilù 

«1. »„ u u,, ...... 

Ml nomira ia^fim, ftmtnt fomtr Ats groa^ 

îf,= ll,+«,+ +Vf, 

?.=«^i+t<,+,+ +•!,. 

ff.=«j+l+M,+ï+ +»f. 

^ ikniaaem indifinimenl (en Talcar absolue) ; lei tériet 

ii,+«,4- +ti„+ (U) 

ï.+ff.+."..+îi+ , (G) 

tout, en tnémt tempi, eomitrgmtti, âivtrgmUt ou indéitrminim. De 
plut, (1 lUa tant conoergmUs, elles ont même «omme. 

42. Aptucations. I. Soit 

""~{ii-f-1-f-cosnii)" 

auquel cas la série est 

+ i + 

Si l'on Tait 

9i~p-^X" 9*=i'+i' S'^fiàr'+iâiïij"' 

on voit qns la fonetiaii g, diminae indéGniment quand t angmeiite, 
D'aillenrs, on a 



CHAPITRE IL — THÉORÈMES SDR LA, COHVEKGSHCE. S9 
donc la tint (G) «il eonmgtiHi; el il ea est de mime poar la 

U. Soit 



On peat prendre 

Et oorotne il en itailte 

la t/rie pnpotit ut ttîwymfe. 



nous aoiwis la lérie 

* 4 3 10 "^r**M ï 64 9^ ÏÔÔ'~ÏÎ~ÎÏÏ"^ 

qae noas pouvons réduire à 

îi— î.+ï,— 9i + ±?i + 

en posant 

f'iir conséquent, h térie est convergente ["). 

43. Reharque. Une série à termes aliematioem»nl poiilifi et né- 
galifi, ti doHl h terme général a pour iimiie zéro, pmt itrt ditergtnte. 

Pour justifier cette proposilion, il suffit do considérer la«érie 

[•■) SUc 0 [wir HiinniB 
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Efleeti Tentent, In somme de» '2n [)rcmicr!i terme» est 

donc la lérie mt divergente ('). 



44. DspiNiTion. Unt tirù dont le Urmt $énénl u fa ^»niit 
a,+p„V^Ï m dilt eoBvtrgtnU, tonju» lu deux ttrùi 

«i+«i+«>+ +«■+ 

P.+|3,+P.+ 

tant comirgtnle». 

On voit que les iwnJitiona de convergence d'une série imaginaire 
donnée se ramËncnt immédiatement aai conditions de canvergeacs 
de deux séries réelles. U proposition soivatite réduit très-soaTeot 
l'emmen de la série proposée à celui d'une seule iérie réelU. 

A'ii. TiiEoiiÉiiE XVI. Une strie imaginaire est comeryente, ti la 
série formée par les inoiiiiles de ses termes est comergenle. 

Si l'on met le terme général, a-a + Çs^V — 1. sous la forme 

p, étant le module de %, , les trois séries réelles dont il s'agit stronl 

p,«»w,+p,cosui+ 4-p„cos«i,-H 

p, sin u,+p,sinGi,+.,....+piBÎ>)"N+.'-">, 
Pi +P. +'.:..+ en + 

n CMIB rtrfaappiNiDai biUD i la classe que noianiiaDiirslinlns^t Clr, étfdeikiBM, 

Cillkiin, poiirrtdBlre k la mtnn ftirniï Isa lïtM* de nac l«ir M IM Waui 4* ruf 

imiuir, h vuDL de prendre 

nos [m-H» 



CHAl'TTBE 11. — THÉORÈMES SOR I.A CONVERGENCE. 3i 
Or, si cette JtrmÈru sfrit?, dunt Ions Us limies sont posilifs, est 
convergente, les deux autres le seront pareillement (Théor. IV). 

46. REUAnQtiEs. I. Si It module n'a jxm pour li'imt* Min, là 
tirie proposée est divergmlt ou indétermiaie. , . 

En elTet, à cause de 

une, an moios, des qaaDlilés ag, n'aurait pu pour limita tin. 

U. Si h modult a pour limiu siroi et que cqtmddnt là léri» 
du noduJu loii divirgmu , la tint proposit put Un amttgtut». 

Par eiemfde, la série 

î (l^l+|(-l)+î(->'=<)^-î+s(l^)+î(-»+ 

doDt le terme gdndral a pour vsfenr 

est convergente, bien qoe ta_ iHie du modulti 
I + 5+I+Î+ 

soit divergeole (*). 

47. Lbiiiie (Théorème d'Abel). 5(H«iiii,,a„ ,a„dtM qiaMiUt 

réelles, poitu'wi OU nigatitiii, Soiutt 'i, t|, ■ f. dti quantttii 

positivei, déeroissanits. Si, pour leuta la volmiri d» u infirimm à 

A<«.4-u,+ +B»<B. 

on aura aassi 

E,A<E,W,+i,t«,+ +1,^,<«,B. 

(') A Cluse (te 
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Ditnonstralioa. Posons, pour abréger, 

â„=U,+U,4- S„=E,W, + e,U,+ + e„U,. 

Kong aurons 

M,=ï„ «,= *, 11, u,=si, — I , i^=>B — »»-lî 

et, par contéqoeDt, 

S,=t.».+«^i,—»J+^(«.—«0+...^-l-^-,(l»-.— <«-.)+«»(•«— 

=(«.—«.)'■+(■.—'.)»»+ +{*«--- 

Hait, les différences îj— e,— e, £„_,— fêlant positives, 

ODS, d*Bprès l'hypothèse : 

(=n-,— „)A<(^,-0'--.<{'-.-'jB. 
e.A< <t„B. 
Ajoutant toates ces inégalités membre à membre, et réduisant, on 
obtient 

s,A<S„<E,B. 
48. TaâoRixE XVII. Si les lermes 

«> 

Jww ïrfri» eonwt^mB ou indiuminét, «ml reïpwIitwBieW wuJftpIt/f 
par des quantités 

po$ia)a «1 indi/Mnimldéeroiitantet, la série 

ï,B,+e,ii,+«,u,+ + ».Wr+ (!) 

otiui formii, eit eomtrgtnle. 

OinumtfratioH. En conservant les notations du numéro précédent, 
on a d'abord 

eiA<8«<<iB. 

Ainsi, ta série (1) n'tsi pas diotrgenU. Ello ne saurait Être indéter- 
minée ; car 

lim E,t^ !=lmt„. lim u,= 0 ; Um ii.= 0. 
Donc cette série est cooTergente. 
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emoùliu. Si «uuiM du deux tiria 

COTu, + COSWi + COSu,-^ + COTu,+ (2) 

fin*., + liiiia,4-sîn«,+-....+ siBB,+ (3) 

n'ut ^tergtnte, a^la modula' 

P" P»- P»' p- 

dteroiMm'f indifinmunl, lu. iha tiria 

p,CM AI,+p.C011il,-H +p,COS(d.+ , 

• p,Mnu,+p,8into,+ ...... +p,C03a)„+ 

MTM eotmrgmltt. 

ffO. i)«iiiariM. Supposoni qtm •>„ repréiente l'itigle ibrmé arac 
Une drcHte Gie OX par uns droite mobile OA.. Mon, la condition 
dont on lient de parler, rdatÎTe m . ^ 
séria (9), (3), est otdiDalrement Té- 
riBée (*) , loraque la dnilt mobile lu 
retU fat dam tinUrinr d'un anglt 
fixe BOC. On conpiît, en effet, qae si 
la dnute OA. toarne anlatir du pâle 0, 
c^Kiiae dw ranptioiis cas «„, sio ' 
raptssera périodiquement par les mêmes raleiiTa. sinon «actemeiit, 
in moins k Tari peu près, et qae, par canséqnent, les séries (2), (9) 
seront convergentes oa indéterminées. Si, au Dontrairé, liv droite OA, 
tend Tets une pMiiion limite, on inème si elle oscille dsl» l'intérienr 
d'nn BDgIe BOC, les tonclîoos cosuj,, sin.sia.ajant des lïmitei con- 
stantes, ou du moins tendant à Id forme a±«, les séries dent il s'agît 
deviendront dirergentes (**}. 

Jtl. knuunoa. La tiria. 

piCma+pJSM (a+ j)+pieos(a+2*)+ -|-paCos((i-|-n—l *)+„„;, 

p,sm a+p^tn {a+è)+f,An{a-h3è)+.....+f„m (a+n— 1*^,...., 
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34 TRAITÉ É[.ÉMENTAUlt DES SERIES. . . 

loni convergentes lorsque tes modulai p,, p,, p, , pu (Mcro^|en< 

indéjiniiMni. CepenilaiU, ù o = -2/;it, elles pemeni être divergmtes. 
V Si l'on pose 

co3a+cos(a+5) + cos(fl+-2u-) + + cos{a+^l);=iA„. 

sinQ+sin{a+J)+siii (a+2J)4- +sin (<i+^=ïi)=B,. 

on trouve aisément (en aupposnnt sin iiî liilKrcnl de léro) : 

d)S^e d« ces deux somiDW e*t coqipriBC entre H — ^ et ~ ; 

ionc (1.9) les série» propoaéei sont pDaTergenlsSi 

9* Dans le' cas où i'on aiiTaîlBin|J^I>, oA ^isSkrr, -lés séries se 
rédairaient h 

d,ct»a+i,aaa+itOaaa+ 

3, sina+J, sina+^iMno-h""-! 

en sorte qu'elles pourraient Cire divergentes. 

52, Htotarque. Si J est commensurable avec In circonférence, les 
fonctions A„, B„ fiontjpcmdiîties; el, par coiisé(|iienl. les séries . 

coso4-cos(a4-a)+cos(o+2J)+ 

sino+sin {o+*)+îin {o+2d) . 

sont ^mninées. C'est donc i tort que Him géomùftM m SDDt pn>. 
posé d'en déterpiner la tomm ['), Dans le ça» où le^ arcs 3 et it ta'oftt, 
pas de commone mesure^ lés mêmes séries sont encore, indétermi- 
nées; car 



wiiîi«,l.in, |i.Ht>. 
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, OTAPITRE n. — THÉORÈMES SUR LA TOtîVERGENCE. 33 




et ces ToDctionR, ma» repasaer périodîqBeinent par tes mêmes vnleurs, 
d'une Biani&ft abtolae, n'ont pas de tiroiles fixes (*}. 



ri U leclair qui raudn élti4t«r i'tm nunKn |>liis compIMe la eantrgnu d» 
iMu pértoiljati, dern coniDller leitnnDi iln Mil. Dtrtchicl, IbImiiKii.BJIIrIJag, etc. 



CHAPITRE III. 

SONHATION DE aCElQUES SÉRIES. 



53. Phoblëhe I. Sommer îa iMt eoMtrgtnU 

ui'^ïS'^sÂ'^ Mï+i") "•" 

Solution. En faisant atleotion qoe 

i _l 1_ 

on a immfdialeineiit 
-on 

Par niite, 

S = l. 

tt4. PkoblAiie 11. Sommer la série convergente 



Soluliaii. l'iuir i,iiiu;ii(.t ce problËme an précédent, |)oson« 



ou l = (iH-2)A4-nB. 

Noiisnuroiis B=— î. 
Par conséquenl, 

on 
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CHAPITRE Ut. — SOMMATION m QUELQUES SÉRIES. 37 
as. l^a mâthode que nous venons d'emplo}'er est applicaUg k tonto 
ià&rie tonvergtHte ayant pour Icrmc général une fraeliim roAiMMlb 
donl le dinomifiaieur e$l égal au produit ttvn tunArt tUlenûni d» 
termtt appartmant à la progrtstion 

n+o, n+a+l. n+a+2, 

(faut laqvelli a eil un« eonsianie quelcongue. Celle propoïition sera 
inIBaaramenI démontrée par les deui e):emples suivants. 
.If6> Probléiib m. Sommer la tirie diUrminét par 
n'— 5ti4-7 

Sobttàùn. ^\ l'on pose 

A I ^ I I " 

B(n+l)lB+3](n+*J~ n(n+l) ln+l)(»+î] |n+ï)l>i+51 {n+ô){n+i) ' 

Oa tronve pisémcnt 




D'ailleurs, 
ou 

et, par ce qui précède, 
donc 

^=»('^)+''(l-S3)+'^ë-;S3)+»(ï-H3)- 

En eOecluanl, on obtient 

d — " , ^ I " I ^ ■ 



n II eii irè»-{idic de recoiutm qw. te «tria teni w wieM^ li i 
ssHjM Mpmdble, n qu'elle l'eat d'us taab nwMic. 



TAAITÉ ÉŒMOrrmE DES SËHISS. 



<t7. PtoniMK IV. Somniir la tiriteonttrgunt 

(*+lX'»+3){'»-KI (o+îKo-WMo-t-S) (o-HiKo-Hi+ïKo-Hi-H) 

AAtlion. DfeotnposRitt te terme générât en 

A " I . 

, (»4-n)(a4^) "^(a4«-HH'H*+^"'"(o+iH-ï|{»+M-S) ' 

el opdnnt comme dons le ProblËme UI, on obtient 



* 6 a+i o-HH-I G n-i-î «4-71+2 7i n-Ki a-|-rH-â ' 

puis . . ■ s=KmS,=:~+J^_-i?^^. 

tt8. PaoBLâm V. Trouver la somme des n premiers lermu de bt 
tiri» 



■ n 



blène 1 . essajons de ilécomiinscr lu Icrrnc f^âriâral cii ilcui rrèictioiis 
de la forme 



. . («+lJ(»+a).....(o+n-ï)' (o-M)t<i+!) (o+n-1) ' 

DU, ce qui est éqaiïaleat, posons 

,. 1.2.8 (fi— l)=:(o+ii— 1)A..^,— A„. 

Soit ' 

A„=1.2.3 [n— 1)B,! 

nous auTODS 

1= (a+i*— 1) B*_,— iiB„. 
Celte équation devient identique li l'on prend 
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CHAPITRE m. — SOMMATION BE QUELQUES SÉRIES. 39 
On a donc 

iï;j|(0+!D....(*+i^'ni«-l Lc<H-iJia+»)--(<>+»-!) (a+lK*fa)-...(*+*-l)J' 
ce qui, da reile, ett évident. 
Par §nite, 

^■=dj[<°-')+'-" iw-i)i^"-.(w-^J - 

. on 

. » « a-»--» 

'^^a—l (o-iKn-H) {0+1— 11" 

Si a nà-paiM funiH <a firacUm 

La-g,.:-»- / . 

(o-W)(i»+ï)_....'.(ii+n-l) ■ ■ ■ ■ 
déeroU indifiniment lorigaa a ougmenl» (*)■ <^ <^< . 

lérie est cooTei^ente ("], et l'on a 

iiè. RmarqtM. l. Lorsque a larpasse l'uniti. la série 
• ■ I -i . ' I • ' 1.8.3.-....[n-li 

a la même limite^oe la pn>|ressiaQ. 



IleniiHilla 

, , IPtf=>l[l+j)+'(t+j)H- -*•'['+;)■ 

Or, 

H» •j[i-.-i]=m 

donc l*li>Me dont la UnMWnl EOTalu|l-f-^] «H dlnirgeiilu; !• JF. cnll in 
diIln<iH|iLi>eeBi>'^a P^rliialteittii. . 
n Loi rtgla dmmecâ dacs h> eliipllco prêtÉdenl oHidDlMiiliu mima rësBllil. 



tirie 



40 TRAITÉ lilÉMENTAinE DES SÉRIES. ' 

II. La seconde série est plus convergente que la protnièrc. En 
eBst, si l'on représente par R,. R', Jean reitei reipeïlifg. savoir : 

R _ ' ' R' _ <.8.3..-n 
• {— IW " (o-l|(»+4;(»+^ (^«-D- 

60. Pemièim VI. Tromer la somme âei n premieri termt$ d* la 
ne 

C^HM-iJ HH-i)[H-a) it^ -n-n 

o-H^(-H-lHo+a) -<-■■ — ■|a-H)(a-+-î) (a+n_J| + 

joludon. 1» En opérant comme dans le ProhiÈmc V, on IroQïB 

« ft+«>l 

0-*— iL (o-H) |a+«-l)J' 

2* Si 6 est plDS petit que o— 1 . la série est cmiveigenle ; donc. 



61. Rmarifut. Si l'on prend le rapport égal â un nombre 

p.ou pourra, d'une tn^mi^ (fa moni-éï,^ le développer «i iérie con- 
wrgenle. Pnr exemple. 

^at4^^(M^.-5i(ai+t)+ (gt4jiHg^;4]p^ 

= 1+ î J-i^j."^ . StS^' , "1.3.4 . 

62. PsoBiÈBR VI!, Sommet- la lérie 

,_,.î±£ (ft+^li+Sc) _, (!H-.)(H-ao) ■ 

eH-c,(,+&j+ + (^.KH-a.) t><-S=i.) + 

&lwi<». On dédàit cette ««rie de «Ile qui prjcide, en cbaDgeant 
en ' et a en -■ Coniëqiienuneol, 

D U plaptrl Iles Krtu luteWenici oat «é (nhéa pu Hk^UiiiIii, ElIriiaK, Ur- 
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CHAPITRE m. ~ SOMMATION DE QDFJ^I1E.S SÉIIILS, » 

S i_r fH-c ) (H-a c) (n-.io) 1 _ 

»-6_el (o+o)(a+îo) (o+ri-lclJ ' 

et, si a inreisse 6>f- c 

SifulKiA. La Graction j - ^^j^.j; , se décompose en 
donc, en snpposanl n>2 : 

=iri+i ! Li. 

« ' ' HmS,=;S=5 (•). 

64. PioiLi>K IX. Somtntr la iMe dm U umt général at 

Soltrtim. Ce probiÈme est la ginéroiisation du précédent.. Pour 
«ujer de le résoudre, remarquons d'aijord qac 



O irw HMi remwiiaable qn b iMa 

M rUiUn pour «Ipil dlr« Idenllqia&eiu à la fiicUga ?, tiDdb qa« ta itrfo 

a|>«irUnilB~— 1. 
Hmirquou encore que, li fgn reiriiKfce l« <leiii Uria terme ii (cimo. <tg <Atie« 

[") Oi tuppDie 1+ B>1, aUo qï'n o'j ait pu dejetme iaOïd, 



tRiïTÉ ÉlÉMESrilRE DÉS SÉRIES.' 

d'oà réanlte 



les termes de la série se détraironl deux ft deot (à l'eKeptioil i 
premiers). Or, la relation précédente équipant h y =26; cojueiioei 

''■'■""X^±,+j±,+..,„=i[Ka=ir . 

comme ci-desBU. (63) i 

III. 

.IV. 

„^/ii--(i)"'^i'-n/"»i--(ir'^p^<^'i*-(i)''^ 
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CHAPITRE m. — SOMMATIOB DE QOELQOES SÉRIES. « 
VnT uiomple. 

^ ^ I ' !_+ - iri— i-L- ' '1 - " . 

«0. 

67. Jtemargve. D'après les deux problèmes précédents, 

ti b esi entier. 

68. Pkoblëhe XI. Dilirmitur 

S,s: 1 + 2g -f- V^-. . ■ . ■ + nj^' .' . 
SoMen. On a , 

ïS,= g+25'-f-3î'+ +(n— l)5"-'+itg"; 

donc en relrnntliant mcmbru à membre (') ; 

(1~7!S„= 1 + j + 5' 4_ + j"-' — nj", . ' : 

ou (l_j)S„=lrr_;nj«; , ■ . 

et, par coiiBi(|uent, 

^ !l-î)' l-î- 
On déduit de cette valeDr, en supposant 9'< 1, . 

S=K.5.=ii45in- (A) 
Ainsi, la wmme delasérit conwrycnt* 

1. aj. 3g', V n^' 

(■) Cu ptoeédi csi inui i m scmUM^ j «lui ^lun r.ii. (,ni|iloiu,en ariitain£Ui|uc, pour ' 
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4* TRAFIC $l£UEHTMRB DES SËMES. 

BitwitM en mutftplîani lerm» à imné lu deux progruntmi 

1, 2, 3. 4 « 

1- ï- î'- î' S""'v 

at égale au carri de la tomm dé la iMondi progreuùt» (*). 

691 AcnUirju*. Si !■ qainlit£ g, m lieu d'être réelle, ■ U fanne 
|)(cosm+K — 1 lin «i) , la série consïdArée devient 

H-ap(aM6i + k^aiiiu)+3p*(cOT26>4-l^^sin2«)+ 

+ np"~'(coïn — ia+V — l»on — iu) + 

O'iprto un théorëine démontré [45], cette dernière série eit conver- 
gente lorsque le module p est inférieur i rnoité, Deni ce cas, la for- 
male (A] devient 

1 ()-po»«4-fV^«în-)' 

[i-^teatM+V^^am]]' .[1— p p'^B'-l" ' 

On e donc, en égalant tes parties réelles et les parties imaginaires : 

^^^^^^=l+2pcos<i)+3p*cosau+ +flp''-'c(»s(n_l](„+ (B) 

ilrg^^ '^ ^^p - i)" = 2sin».+3psin2»i+ +tip'-'aiii(n— (C; 

70. PaoBLÉKi Xli, iWtmnàur lit «Httm* des n frmim temet 
âe la lérù dmf le itmu général etl ( 

«»='»i.(a.+fli+ +o„). 

Solution. De 

S,=o,'. S,=a,'+o,[a,+o,), Sj=(i,'H-a,(a,+o,)+a,{o,+a,-t-a,) 

on conclut 

2S, = a,' + o,'. 2S,= (o, + fl,)'+a,'4-o,', 

2S,=(«,+a,+ <",)•+<>. '+«.'+«■' 

et, en général, 

aS„={o.+*>i+ +«!«)'+ Il, '+a,*+ +a,». (D) 

C) u rormàto dn UitAno coniult plgi rapMaaMt I m rinlUL 
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ÇHiPITRB m. — SOMMATION ti QUELQUES SÉRIES. 45 
CoasdqtnnimenI, n* 

AiF=«.+a,-l-a,+„..,+oi„ ^=o,'+a»*+ +a,*, 

on aura ■ 

71. AppLiGATiiua. T. Soit 
S„=I +5(1 +î+5>|-„...+,— (1 +q+^-h....-h<r-'). 



On G 



|)Ui3, en supposant s'< 1, 

î'='™s.=ic:5~j. (0) ■ 

11. Prenons, comme ci-Jeasus (69), 

î=5p(aMo+J'^gin«}; . 
' noai saroni, en sapposant p< 1 , ' 

00, «prti qnelquea réductiaos, • 
a-— f'CM9iH-f'H«3<»-t-v^^>iin.H.p'>infa-'-f'iin3..) 

D'nn antre c6lé, 

S=l-t-(î+i(')+(!'+9'+9')+(î'+î'+î'+?')4- 

+[^■"+9"+ 



(■] Ponr léifDcr citii lbnul«, Il hiISi d« Iiln ttienUsD qna 



W TRAITÉ ÉTJ'MENTMRE DES SKIUES. 

Donc enrin 

2 [p""' C08 rt— 1 (.1 + p" CM flu+ +p'"~'cosari — ilu] 

1 — f «a»— li'ii«iî"+p'«wS» 

— (1-îpcoa ..+(■) ()-V™«-+P*) ' 
^ [p"-' sÏD n — lu+p"8in fl«-t^ +p*^sin?B— 2ia] 



m. Si l'on aJmet les Tormules auivonteg : 

(2=i^l + i-i+^- 

^'=i-i-i+i+|. + +^+ ("). 

on en conclut que Ia sArie 
t ponr somme 

72. I'hoblème Mil. SomniKT la férié 

a^a,-i-a^+,{a,+a,)-i-a^Jfl,+a,+a,]+ 

. +0„.,^,(»,+0,+,.. ..+<!,)+ 

titidià « ilanl quelton^t, «loiÎ! confiant. 

' SoiuiMm. A la snmmp.S,, lies n premiers lernieii,(ijnulonsfai quantité 
C,^a.C'».+'' +a>+,}+ 

+<»«^-.(o„+.+ +a^_,)(-); 

OODB anroDa, en multipliant par 2, 

2S,+2C,« Oi'+-iC.+. 



1*) NDin les d<miMiir«r«ia ^lii loli. 

(*•) Car<iialui,etli«>Eiroiird'ulresdu ntneBïoTs.iiHildilkEiIrrelïGaMlMcli. 
r<dr M CDrmpwHiBiiet de en deira gtomètre*. piiNita p>r M. Tmo. 
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ŒAnTRB ni. — SOHUAÏIOH DG QUELQUES SÉRIES. 47 
i'oi', en eonserraRt les notalïoDS empbyées dans le Problème Xir, 

aS„=B^^.— B._.+{A,^„)'_(A,_,)'+2C„. (H) 
,75, APFLiCAT[on. Soit a„=q"~', nuijuel c.is l^i série devient 
5--'i4-î'{i+î)+î'-^'(i+î4-g')+g<'+'(H-ç+g'+î')+ 

. A^,= i+5-f-î'-+ A^,= ^^, 



Donc 

^(i-.^) . (i-V- .... . .- . 

on, en BimpliBant, 

Cette fomnle donne 

ainsi qa'on panl le TËrîSer directement. 



CHAPITRE FV. 

APPLICATION DES QUADRATURES A LA SOHHATIOK DES SÉRIES. 

' 74. EniHeodant qne noua Tassions connaître dM méthodes géné- 
ralet- de sonmutiûD, dodb indiqucnas qoelqucs firi'molBt IfèMiniit 
plei (*], qui pennelleDt de sommer certaines s£riet, sinon eiBcte- 
ment, dû miuni avec une approiimaiion trèi-iuF6ÙD[e du» la plupart 
des CBS. 

75. TiiKORKME Wlll. Sait r(x) une foncUon poiilivt et indéfini- 
ment décroissaule, du moins à partir de \~a — i;toit F(v) la foHCtto» 
primiiive de S[\). Si l'on ditignt par Sa la somme da n premiers 
termes de la série 

/(o)+A«+l)+ +«.+,-1)+ 

on aura 

s.>l'(« + .i)-K(»), s,<K(.+n-i)_F(.i:-l). (A)n 

7ti. Remarqut. Si Y[x) devient infinie pour J!=a — 1, on rem- 
' i^scera la seconde formule par 

ainsi qu'on l'a déji vu (27, 11). Conséquemment : 

77. TflAoxÉn XIX. Les mAnu ehoset iimt posées ,dtuu le 
ThéoriiM Xnn, m a 

S„>F(a+n)-F(a), 
S„<F{a+H)-F(a)+/{a)-/(:a+n). 

78. Remarque. La limite de l'erreur à laquelle donne lieu l'ap- 
plication des formales (B) est - 

«=/{a)— /(o+n). 



m 



n Ci»ri>nnutii£onléuicoiiiiiiuDii|iiicil li Sodéli PhlIomitliiqM, diiw H léiiim Ji 

m van im. 

Cadetii lii^iié»(initii'iKiiMnir«e*daHle,anpllreII|«S,lr}. 
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' CHAPITHE IV. — SOMMATION DES ^BIES. « 
79. Tbèohëmb XX. 
S,>F(ffl-t-n-l)_F(a}4-î[/(«)+/ta+n-l)l. j 
S.<î(«+«^-F(B+|)+/(a)+/(a+n-l). j 

DémoiMra&m. 1* Soit ABC NP le tien de l'Aquoition ti=:({x). 

Soient 



V 




AA'=u,=/Cfl). BB'=u.=/{o+l) PP=i.,=/ï<i+n— 1). 

Si. comme on le Tait dans la méthode des Irapias [*). on mène les 

eordes AB, BC, NP. od aura 

î{".+«,)>F{a+l)-F(a). 
, +«.) > F(a+a)— F(a-l-l). 

5(«B-,+W«)>F(a+''-l)-(F+n— 2)- ' 

Donc S,>F(a+n— 1)— F(<<)+|(«, + «„)- 

on s,>F(a+n_l)-F(a)+|[A<i)+Aa+fl-.l)]. 

2" Conlormément k la méthode de M. Poncekl, menons les Inn- 

genles ani points B, C, D N, Prolongeons In première ju!- 

qn'ani ordonnées pssssnt par les milieax de A'B' et Je B'C ; |>rolon- 
geons la deniième laogente josqn'à cette deuxième orilonnuc et 



n Kmwi lin ammu à riEobrofelKltiitîw, I. n, p. nu. 



M ' tturrÉ iitMCSTine des séhiiis. 

jaiqn'Â celle qni passe au milieu Je CD', etc. Eu hiiant h «mme 
des trapèzes ainsi délermio^, nous aarens 

".+».+ +".-,<F(n+«-|)-F(o+!). 

ou S.<f(«+)i— I)— F(o+î)+f(«l+/'(o+n-l). 

8(>. TnËORËitE XXt. 



.>F(a+u-l)-F(«)+'[/W+C(a+r.-l)]. 
.<F(«+n-l)-F(o)+![/;o)+/;u-H.-l)]-![/-(a)-na+i.-l)]. 




Démofulration. Soit ATT' A' le iraptze déterminé pur la tangente 
en A, l'ordonnée au milieu de A'B', etc. On a, en désignsnt par f[a) 
la dérirée de 

donc ■ ATrA'=j[2u. + i/'{fl)]i 

puis |„,+^/'[a)<F(«+l)_F(a}. 
On tronverail, de la mCtme maniëie, 

ln,-în'H-«"-l}<P(<i+«-!)-F(<.+-.~^). 
Cei detu inégalité*, combinées avec 

«, + u,+ +u„^,<F(a+n— i)— F(a+lj, 

donnent 

S„<F(a-t-n-l)-F(a)+[[/Ia)+/l<H-n-l)]-^[r(û)-r(a+n-I)]. 

81. BtUar^. U limitdde l'effUi (énlIMit UafoRnales (D) 

est 

82. Leihe. Si f(x) e§t une roncdon positive et indéliniment dÂ- 
croiiuDle, dont le première dérivée soit croissanle et dont la seconde 
déritée soit décroissante, on aura 
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CHAnTHE tV. - 8(»IMATI0M' DBS SfiRIES. SI 
DémtiOratim. Represeaioai par f{k)h ptemior nembM; noos 

aurons 

Pai de sfluplM MMMéialiiill* géouitrlqliMt « pu IH pNnitKS oo- 
tin» sur la dérivé on trouTS 

/■{l+»)=Al)+ir(«:+ffl). 

/•(»-»)=/'H-»rt«-»,») (•); 

6, S, étant des quantilé.s comprises entre 0 ut 1. Coniéqueniiasnt 

»'(»)=*[r('-".»)-n»+«»)ii 

ou, d'aprts l'ane des hypothi>9cs prùcûilciites, 
f'{h)>0. 

La fi»icUon <j(h) est doDc cnÙMflM. D'aîlleun, ril« i'wdqIo arw A,- 
doDC, aie. 

83. CoROLLAiftB I. tes points A, B, C aprit pour abacis^es x — ti, 
X, x+h, l'ongle dt^u Tormé par k tangente TBS et par l'aie 0» est 
plut jMltl qae l'angle aigu Tarmé par cet aie et par la corde AC. 




Bd offM, l'intgaliiâ précédente équivaut A . • - 

84. Conoi.L:tiHE 11. Si, |i9r les poinls A, B, C, OD Tait paisernne 
parabole dont l'aie soit parallèle à Oy, la partie de cette courbe située 



55 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES, 

cnlre A et B sera au-desius de AB, et l'arc de la mÈme ararbe, «ttté 
entre B et C, sera au-<IeMi>iu de BC (*). 
SS. ThèobAke XXII. 

&,<F[a-l-n-1]-F(a+l)4-|^A''H-n'^«+l)-^/l°+"-^H-^^<''+^*'' ) 
S,J>F(a-H>-lHt'(''-M l+/('>)+rsA'H-l)-4/î''+2)+^/l<'-Hi-l)-l4/l*^>- ) 
Démnstralion. 1° te second corollaire donne (") 

<F(a+2KF(a+l), 
■^<'.+|<'.-l^<'. <F(a+3)-F(a+2>, 

l«„+|«^,-i«„_><F{a+n_lHF(o+n-2)i 
d'oà, en ajoutant et réduisant, 

S,<F(o+n—l)—F{a+l)4-||u,+^u,—^ «,_,+—«„. 
8° Le mËDie corollaire donne aussi : 

^ «« >Ff«H-3)-F(''+a). 

etc. 

86. Mmarqu». L'erreor qoi traite 4e l'emploi de* rormalm (E) 
eit inférienie i 



C) Ponr abroger, nous tnpprtmaiu H démMMnlioii : glleiw primile mcmedlIkiilU 
e) l'ocaËganlanibjpMlièMi cl-Jsnii* (M), H •!> lu m«)es de la IWarale d'ial«n»- 
lilion de Lagnngfl, on iMI riqiialhn da 11 pmbole. 

(■■) »0llwHaJ«MtnAJlrMJMna«{pM,l.Z,^«H■ 



ŒAPmtB 17.— SOUtUTIOH VBS SÉRIES. 5» 
et, k plus forte nisoD, inHrience i 

87. RëidmA DES 1BÉ0BÉKU PHtetDEiin, Sa reprrfHnUnl fa lOTMw 

des n pnmiert îernut de la série 

t\a)+fla+l)+([a+i]+ 

et F(i) èiant ta fonction primitive de la fonction t(i), tavelle ett n^- 
posic positive et indé/tatment décToitsanU, on a : 

S„<F(û+ii]-F(û)+/(a]-/[a+n)i )' 

S.<F[a+n-^)-F[a+i]+A'')4-/('>+n-l 
3'&>F(''-*-«-l)-F(«H-5[Aa)+/t'H-''-*)I. 

a<F{a+ii-i)-F{o)+i(/(<iH-/['H-«-l)]-5[A'»)-/'(<H-«-l)]; j 
*• SC>F(a4*— l)-^(*H>+-/la)+5/ta-M)-^/l<H^0+5fl*+ii-J^ 



88. 1. Évaluer la somme det 1000 premiers tenus de la série 
harmonise. 

On a, ft moins d'une unilé du septième ordre, 
S„„(,— 7,4854709 ("}. 

n Bneirel,l««HiA»ABC...NP(7B)0Lact convoie vers L'au tkl alndiMI, OD a 



On p«al nmlcqMtr, an ooln, que i nprùmtt It daiaUm dt roln i» paranb- 
graamt dAmiM par ta «rdDMto AA', CB, la nrdg AC rt Is FOrwUlt d cW* csfdt 
inmApiirltlMiMB. 

AJoaionisafla que. tei-fbnnnlu précédantes poiraml hte nnta d* Wen dei ni- 
■lim, Dom tnow eu>Tt ds les préientM tana la forme la plus simple pouiMa. 
(■•) CotvM rmm d) l'ieadArifdn MiMM, léin» da M aepwmbre lUB. 



H TRAITÉ tliWKIAO» DES StBOS. 

Cela posé : 

1* Les fonnaies (B) donnent : 

Si„,>Jiooi, s,.„<aooi+i-^, 

on 

S,„,>6,9077553, S„,„<7,9067563 ; 
a* Leifemnles (C) : 

8„„>i 1000 + 1 1 ,001 , S,„.< 1 1999—13+ 1 ,001 , 

' on 

S,,.,> 7,40835528, S„„<7,50279005î 
3° Lee farmnle* (D) : ' 

S.„.>7.M8255a8. S,...<7,408255a8+|[l— ~J. 

S„o,>7,408 25528. S,,„„< 7,533 25528; 
4" Les formules (El) : 

8...,>iH10O-(2+l+i-i+i.O.0M+i^. 

S....<IJI)00-12+!!+i-i . i+i-cooi. 

oti 

S,„,>7.*7899691. S,„.< 7,506 774 68. 
80. itmiif^. Dam cet exemple, les résallRts les plus appioehéi 
ont éli donnéi par la «ewnde det fonnuies (C) et par la premiËni des 

Tonnales (E). Si l'on ndopte ces àeii\ formules, on aora donc ce nOH- 
veaa s^stËme : 

&C>F(o+n-l )--?ia+{)+M+yt«+l>'-fJ{''+^}+':ir/{'' -Hl-l)^-,V(''^-".^ 

A partir d'une valeur saffisanment grande de n, la limite de l'er- 
lenr commise sera, Irès-seniiblemaat. 

«F(a+l)-F(a-i)-l/tB4-l)+i/l<H-a) D* 

n En ^i,ita[n'>+''-i)-'(<>+''-||]=«.''>"»*"«'i»»'''**«"*"w»>«- 



90. U. Étxihier 

S=ïï + ïï + À+ + 
&|,dani lei formules (F), on hit f[a):=^, 1(100, mobtieift 

s>aooD-Mi+o,i+f,.l-,-l+è.o.ooi+l.jlf. 

S<11999— iai + 0,101, 

S> 4,656 445 79, S < A.liâfl 8711 UO. 

91. Smarqut. Si â chacun de cet deux nombres on ajoute 
1+^ aïra droi limites entra lesqaellai iqvnt 
oomprim Si,„, et ces limites seront beaucoop pins approchées qqe 



i. flr. 

»+î + 5+i + 5+5+î+| + |=a'8»8»8 25 ; 

92. III. fiiAv 9uefb« limita at compriu la tomme 

S=_J u_i— + +. * 1 

Les rormules (D) ^ODoent : 
S>i2000MIO-aOOOOOlV3[|ôo^ + Pij^]. 

S<i20000CH)-nW)0()OI+l[^^+,-^]+J[j^.-5^] 
ou S>0,693l4693l}$&994â, S<0,e93U6930560039. 
On a donc ainsi, avec trei» d£diqales exactes, la valev ia 
, itaaiiim mtWm de termes de la eérje lnni)ODi<|BO. 
85. W, Évaluer 

s.=f + 5+ii+.....+ei^. 
r En prenant /{a^=^, on a 



s>l+i», 

c'est-li-dîre 

S>0,933 21699 S<0,93925a84. 



936 810 23 , S< 0,93812734 ; 

Qoins de 0,002, 

3=0.937. 
Il p ^lanl suppoti ptu* grand jw i'umU. 



Digilized Dy Googk 



CtlAPITIlE TV, — SOMMATION DES ^3UES. W 
^>J=:î[s=î~(»4-n-l;'-]"''s[^"^ ("+"-' 

8»<pï[ai-i (o+n-l)^]'+l[s» ' (o-n.-t)»]''l''Li»+' [ù+a-lJMi]' 
etc. Ces formules peavent serrir i cslcaler, aiec une approximation 
pIoB oa moms grande, loït Im fomnu du fmtManen tenétaitet né- 
gaUva tCwt «rtam nombre d» Umn appartmmt à la nul* iiiilur<It«, 
soit 1m timiui van hqtwibi leudml e» M»ntn«. Par éiempte. le> 
TonnalH (D) donnent 

l,3737>i+|î+ +^>0.9987; 

«>JL+^*+i-»- >1- 

98. AMnargtMf. 1- On yait que la somme des cubes dti inverses det 
nambmttatanlteBt comprise entre 1 et^. Par d'antres méthodes 
on trouTe, pour vtlenr de cette somme, le nombre 

1^02056 (•). 

IL Si, dans tes Tormules dn namëro précédent, on changeiit f en 
— p, on ponrrait les folie wivir, mojeanant certaines modiGca- 
tioDS (**), an caicnl de la mmww da puittmcM teabMIa Hpoiiiivn 
du noaAra aatar^t {'"), U est mi que les résidtats seraient géné- 
Talement pen approcbés. 



96. Non9 UTons Tnit voir, dans le chapitre n (9), que la tomnw 
(Tun nombre indtfinimant grand dt termn eontieutift, apjrarlmant à 
tine série divergente, peut, dant arlains eai, avoir pour lùtult xiro. Â 
plus forte raison, cette somme peut tendre vers ane limite finie, 
s'il ctiste, entre le nombre n do ces (ormes et le lang a da pieniet 



(■) Ucroii, i. III, p. I*S. 

C) F>rcieiDph,daiul>liminil<(A) ai damlt ehtii(n > an <. 



Si TRAITÉ £l£UBNTAlRE DES SÈ.HW. 

d'entre eui, une relalion convenabitmnt choisie. Le Théorème XK 

entraîne, en eiïet, la proposition suiTnnte : 

97, THKdKinri; XXIli. Si U nombrt mitr n eil une fonetion don- 
née du iiimlire entier ii. qui ihi-ieimc în/înie en même lempt que a, el 
11 la •Vifl'érmcn l'(a + ii)— F^n) und vert uns limite i longne a. croit 

lim[[[a)-\-f[a+\)+ +{^f^J^^i)■^-)^ 

98. Applications, f. Soient 

ftfi)^\, 

p et g étant deat nombres entiers douoés. On aura 
F{fl+„)-F(a)=:/(p + 3). l^lp; 

'^'H+iir-^ + ^î~:i]='p. 

A pirtienlior 

»»E+i3î+ +iiii]»='a. 

H, Soient 

pais X= O et 
' llï. SAïent, enSD, 

/ï«)=4- «•=*'. «=s»+i. 
6 étant ap npnbre eotier. 



CHAPITRE !V, ~ SOMMATION DES SÉRIES. 5» 
Ces bjpolhèses donnsnt 

+TOs]=^- 

90, Hemrque. A couse lies farinulue (BJ ilu [puintiro 77, oti • 

Mqaiest'âuetcarteni.' ■ 
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CHAPITRE V. 



DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 

100. Etant donnée une fonctinn d'une ou de plaaïeiira Ttriables, 

f[x, y, t ), on peut se proposer de la développer en série, oa de 

trouver une série convergente 

u.+u,+u,+ +u„+ 

qui ail pour limite f[x, y, s, ). Par eiemple, U déottoppmmt de 

erdomi nimeM Ui iraùmnew tni&nt ti poiAivu de x, e>t 

m-«+^+a?+ 

en eflèti lonqne cette siiïe eat coDTergente, elle a pour limite i:^^- 

101. Smar^e. Un» fonction feata3nuUnftiaiemdéM~ 
loppameMi (*) : la fonction - — , égale i 

i+x-<r!>^+3*+ 

est déreloppablc aussi suiiant le série 

'*"*'i+«"'"'(l+i4(l+ï»)"^[l+i<i)(l+ï«l(l+3aO ^ 
lonqne a est positif et plus petit que 1 (**). 

102. Parmi les déïeloppeneiits dont an fooction est susceptible, 
celui qni procide snivant les puissances enliires et positives d'anb 
variable, ëlant ord in si rement le pins simple {*"), est aussi celui que 



(■) n ataa imt li^M di dtvtloppmtna. 

CI Cad tin lté de ce qne Ton i n cMuraa (U, I). 

r*) I1«M eacntlel d'ollutver qn'iM fimMai tuai «niait» x wtat pu Mtfoim d^tv- 
10190» maauUtf^uauM nHIrttM poUisN dt i. Pu uunple. m M BUinlt avoir 
lOtf 9= 1-C B3:+ Ca'+D»'+ 

1,B,(; D, éUiiidesc«iiiuiies.Ka«Bït,cetM jquUaaMiiéduinit,poarx=o,t 
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CEAPITRE V, — DÉVELOPPEMENTS M SÉEUES. 61 
l'on cherche presque loujours, de préférence à tom les aatrei. Lei 
propoiilioDS suiTanle* servent è résoudre leg qocstions les plut im- 
poTtaDtea, lelitiTes à ce genre de dénloppemeot. 



103. On tait qoe, f{x) étant ane lonctiDa eD^Ëie, da degré m, on - 
a, quel qoe soit l'accroissenent h. 

Lorsque f{x) est ane Tonction qacIconqBe, cette relation doit ètra 
modifiée ainsi qu'il sait : 

104. TnÊoaÈBB XXIV [Théorème de Tajlor). Si f"-'(i) reste finit 
»t continue pour toutes les valeurs de i coiaprius mire i H i+h, on a 

«•+ii)=««)+;rw+f/w+-..+îf/'W 

p AanI wt nomïr* prit orMtairmtM mm 0 «i n, al 9 itaitl m 
nombre inconnu, etmprit entre Oeil. 

Dimonilralioa. Représentons par R le reilt qoe l'oa obtient en re- 
tranclunt de f{x+h) \a somme des n-^-l prenuen termes dn w- 
codA membre : il s'agit de prouver que 

En remplaçant m par a — h, on a d'abord 

ii-A")-««-»)-îA"-*)-^n«-*)-— -î£;n«-»)=#)! (8) 



■ tlidonnta pu H, Bikuid Bocha (/Dynul ib Untlti,t. IZni, p. ait). Ok est om 
l«,.dn I M. ScbUmDdi, qM MU b 
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« TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SfMtS. 

d'où, en prcnnnl la dèrivie par rapport à h : 

-f(o-ft)-5r(«-fth-r^r(«-'')- -Tï^f(--»)i 

c'eat-i-dire 

D'un BDtre cAté, l'égalité (3) donne 

♦(«)=«■ (5) 
Oonajqucmmcnt, il s'agit de déterminer la fonction s'il est pos- 
- sible, par la connaissance de sa dérivée et par In <»nJi(ion (5). A cet 
eOet, nous démoillrerons d'abord la proposition suivante ('). 

105. Lbniib. Si la foncliam <f{x). f'{x), ij.(a;), ratent finiu 
tt ccmtmatt depitit x = n jusqu'à \=:h. «i que la fonction iji'(i) tie 
t'annuk pu dotu cet intervalle, on a 

t étant uniumbn tncowiv, compHi mhfO f(l. 

Ocniorulralion. Soit la [onction 

FW=[f(')-t(«)l'IW-[«-tWhM : -■ 

d'après les liypotliÈsos précédeiilc», elle est continue, anui bien que 
sa dérivée, depuisx = a jusqu'à x = b. Or, 

Par conséquent, ¥'[x) s'annule on mâiiu UM /'oi'f , entre et 
' omb;. oa^ ce qui est é^nivalcnl, l'éqnalion F'((P}=9a ta m»in> 
une racine comprice entre a et 6. C'est précisiment ce qu'exprime la 
relation (6) : celle relation est donc dËmonlrée. 

106. Dans là roRnuIe [6}, goppoioDB, SDCCegstrailiBot, 

0=0, 5=4, iKa!)=a^'. »=l~fl; 

nCsUcomdieiéie Indiqué» |WllI.Si:Utm1kta(jMinuiiftU«iiiab,^ . 
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cEtfrfRB V.— DfivsLopnuEtna ts mm. os 

Dopi obliendroDi les eorollaiiea luivanfs : 

#)=»(0)+*!^t'W. P) 
>W°#)+ i^ij_y rt(i-<W. (») 

qui vont nous sonir i compléter li démonslrallon du IThÉorime de 
Tajlor. 

107. En eSèt, lesëqDations (3), (4), (5} donneot 

*'='^î3r5fe|bii/''."t»-('--»W. 

on, fonmittlitldi an lieu de a— h, 

ce qni Mt pT^'sémeilt l'dqualton (S). 

108. Rmarquu. I. Si le reste R (end ven zéro lonqoencmtt in- 
dëBnioeDt, on a 

/{x+h)=fix)+tr{T)+^_m+ +î^/'-i*'+ (A) 

II. Pour qui; cclto ognlIlS ail liuu, ou que f{x+h) aoit dé.elop- 
pable aniïont In srrie de Taylor, In valeur altribuée hxue doit leadra 
infieie ai f{x} ni nutunc de ses dériïées. En inâme tsinpi, l'auraU' 
âement h doit ûlre snftisnmment pelil. 

m. Si,diia9 la formule (2), on 8U|i()o!e, suctessiicraeiit, j»=n, p=0, 
on oblienl 



^^^^^/^■[x+e/.). (Il) 



Ces deux formes du reste sont très-rré([ueinnient employé. 

IV. An lien de supposer li fc^ntion ^[x) égale A a^', lalMonHn 
eamplËiementBrbïtraiFe; nous aérons, par les équations (7), (4'}i'(S}, 
_^«_r._*(»3-«0) ()-•)•*' «4.,r. „>i->_ ■■ 



04 " TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 



Dans coite expression très-g£n£ra!c du reitede la tért'e de Ta!/lor{'), 
la foDclion arbitraire ^[x) est as9ujcltie aenlcmcnt à ces deux condi- 
tion» : l'die doit rester Bnie et continne depuis â;=0 jusqu'à s=i A; 
- 2° sa diriTée doit, dins le mSme inlertalle, rester finie, continue 
et iifférttU» ît xéro. 



109. TotoHÊDR XXV. Une fonction quelconque «It développabU 
lutcanl la série de ilac-Laurin : 

/î«)=/tO)-l-î/'(0) + ^/(0)+ +j^r(0]+; (B) 

tilaguantilé 

Imd tert xéro lorsque n croît indéfiniment. 

Dèmmtratton. En supposant x=0 dans la formule de Taylor, et 
remplaiant ensuite la lettre h par la lettre a, on obtient 

«•)=floKno)-t^m+...-+r£:/(o)+S=^r'(».); 

etc. 

110. Remarques. 1. I.'énoncÉ et la démonstratioii du dernier 
Ibêorème supposent que /'(œ) et toutes ses dérivées restent finies et 
continues pour x=0. Si le contraire orrivait, on remplacerait la 
formale (t) par celle-ci : 

M-*)+"r(«)+T#n«)+ +mS.n')+ m 

que l'on obtient en cbugeant « en a et & en »—a dam la série de 
Xajlar. 



Ol>MàU.ScliHBnek. 
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CFrAPlïIiE V. - DÉVELOPPMBHTS EN SÉRIES. • '_65 
II. La série de Mac-Laurin, mppolé» cowurgmit, peut n'omtr jm 

pour timile f (i). Pour te faire voir, prenona 

'f[x) étant unD fonction qui reste fmic et continue, ninsi que scii dé- 
rivées. pourx^O. Il est facile de reconnaître que la fonction eipo~ ' 

appliqii^iiL la formule (i) nu développement de /^x), on trouverait 

ç {x]+t'= ?[o)+ ~ t(o)+ ^ /(o) + +ïxr:i, fW+ 

on 

ç(ar)+/=ï(a:); 

ce cat ibmnle. ' 



m. Founiu DU MKto. 1* Si l'on sappoie ^iD]=(14'a;)", la 
sérl» de Ibc-Lanna devient 

" T" ■ "'77" '^-î- ■ ■ ■ : [ "(«-')■■.■•<■»-"+*) j , |_ 

Klleest convergente lorsque $ est compris entre +1 et — 1 (15, IH); 
mats. a?ia de savoir ii elle a pour limite {l+x]", il est euentiel ie 
former l'eipresition du reste. Or, la formule (10) donne 

''= "''7!l'.'.".".<,:+i7"' ^^''''^'''°^'"'""' 

l.i i . i+l ■ (+2 iH-1. (i+tel'*'— ' 

« ftant te nombre entier immédiatement «npfrienr h m. 
Celspoié, «a est positif et moindre que l'uRité, le prodnit 

(i— m)a (f-t-t—m )a (n— «Jai _ ' 
■ W-ï ; «-M ' 



66 TRAITË tlÉUmràlBE DBS SÉRIES. 

dont tous Ici factoBn Mat inféneiin è a, ■ poar limita xéro. Rn 

même temjis, 

'''■ |H-J|~H- <'i 

donc fifliRsO, 
et 

{l+xy'=l+~x+''!^x-+.....+ '^^^ ^['"'^^^ (C) 

2* Soil /[*)=(1— »)■". Alor» 

Mais, 4 came du heteur 1"' P*"' très-grand, H 

mËmeioGni, la valeur de R.empIojûecÎHlessas, n'est plus applicable. 
Il faut donc recoorÎT i la foimule (1 1}. Elle donne 

'■=* ""7!i:::;:'r" '"*'i'-«)-iî=4B=. 
=* '*T'i:;:::l.""' '"'('-"')-'(S)'- 

Le piMBier ftotenr diminne encore îndéGnioient lorsque n croit. De 
plus, à cause de n~f^ <^^r le second ractenr a pour, limite i4ro, on 
du moins il reste inférieur i l'nnité ; donc 

et 

[i-xr=i--^3^"-^i^x'- ± "'''"~/',;;'"7"*''V ± n-i») 

112. DAwIoppnnMI <bc<. si f on prend on 0 

r[w)=e, nscj^s" m=i> m=y- m=i ; 



fl NmM ponniubillqgsr,il poi» U lonnula M MbIHm, ti pont ht lalret n|>- 
pllcaUon àet lérlsi de 'hilor et da Mao-Laurin, lei tmifnaeaca irta-noDlmiitM al 
irte-lni^msuitet tfto ron a dUuU. Hm raniojnu, ï«ir cet dtulli , Mil *b jmud 
tu tsmOiaU à (ÈaUpoItlteinlipic, loll soi Trmt it CMul dilHreBUel. 
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i.i.....l«-Hr- 

Quelle que soit la voleur ntiribuée à x. h lerme général -——^ a 
pour liniilcîéro{ir>, I); donc lien t^sl Je même Ju roslc iR, Bltêllda 
que le facteur, e" est nécessairement (irii. Par suite, 

T + 0 + + râTb; + (E) 

113. Développement de lin X. De /i;ir)=sin« on déduit 

pais 

/tO)=0. /'(0)=:l, nO)=0, r(0)=-l. r(0)=0 ; 

donc 

La rraetion a pûur limite léro; de |ilnï, cos(5a:) «st 

compris entre — 1 et+1. Par conséquent, 

quelle que soit h Taleor de x. 

H4. Déoeloppmeni di cmx. On trouve, abBoIoment de h mtm 

C03X=1 — 1 -1- .. — /„. 

1.S^I-a.3.* "^1.2.3 (în-S)=P-" m 

ils. Remarque. Si, dans le développement (te e', on change x 
en œk'^. on oblienl 



La partie réelle de cette série est égale.an déreloppement de tatx. 



es TRAITÉ ËLÉMBNTAIRB OBS SÉRIES, 

et les coeflicienis de rornient le développement de sin a:. On ex- 
prime ce résuUnt par l'^atiiin lymboUqut , 

doDt lei eoniéqaenc« sont excessivement nombrenaei (']. 

116. Dieihipfmtnf it l(14->)- Si, dnnj la Tonnale de :Hiic- 
Lonrin, nDQs«]ppasaDs/(a:}=I(l+^)i nous aarons 

n»)=i-a(i+»3î (x«)=±i.2 (,^1X1+»)" 

puis 

m=i. m=». Ao)=-<. 

n»)=I-3 /»(0)=±1.2 («—1)1 

par congfqoeDt, 

l(H-»)=|^£+ï- ±f+B, 

B=T.-ii(f:^)"", 

i cause de la formale (5). 
Kous savons (15) que la série 

I î ^ 5 H ^ 

est converger lË lorsque l'on ■ 

«>— 1, x<\, 
et qu'elle est divergente dans tout autre cas. Ceîo posé : 

1° Si ta valeur (k x tU ampriit entre 0 el 1 , indusivetnent, la 



icmplc, li \'oa ti&n iHdaDi meinbm i ans palsnoec 
on j- rempioM ai parm, Dnobtlesl 

./^^=(iioi i+l^^ lin i)', 

(Ml iH- lin iw9iu-t- lin ST. 
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ïmdéGnimeDt. Donc 



m 

2* SUavalturieiateompriuentnQtt —1,1a quantité Ij^i^^^J*^' 
n'ayant (iliis fie limite nii'i'ssaire. on doit, tummc puur le dévelop- 
pement df (1 +X'/" (111, 2") , reLOurir l'i In seconde farme du relie. 
On obtient ainsi (lOS. lit}, après avoir changé x en —x : 

A uBse lté 

X — ftc<l— e», - 
]« «econd Isclear tend ven i£ro quand n iBgmente. Et comme te pre- 
mier Guteut a nne valent Gaie, 

Copiéquenment, 

.foitr btvatturtd» i wmprimuUreO tt i, 

117. BmartM, Sî, dans lei (ormulet (H), (I), oosapp(wea;=l, 
on Ironre 

^i+hi+l-^ 



11=1- 



el +,a=l+i+|+i+^+ 

Ce derbîer réaaitst, qd ponmit Mrvir 1 pnnver la divergence de 
la lérie fainaoniqne, nontra aimique l'éqiittii») (I) lulwito encore 
IonqBe2=l. 

('} BBféDénI, cMM rruiloo (nd v«ti lira lonqDD « uguoic. 
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118. Dheloppemcnt de nrclf^x. Di; /(iE) = arc Iga; on tire 

mais les calculs se COmpliqueiU biiTilÙL, di^ m.iuR'ro ,'i ii{;;;iiiscr in loi 
suivant laqoelle procident Ica dijritéi:s {'). l'our l<i mettre cri éviilcncc, 
il laffil de faire aUeetioD qnu 

Ed flObt, cette i{£oHB|MiilîoB doene 

f(.)=-!.l.t'=î[(l-Hl^)--(l_jl/=j)-J; 

r(«)=+|-i.2.(i^-[(n-»t^)-+(i-»>'=î)-ii 

et, en géoénU, 

/>M=4.1.2.3 (ii-l)|->'=J]>-[(l-M»^)-'±(l-ïy=l)->]i. 

le eigne -t- K rapperliot en cei de n impair. 
Par uifle, 

A«)=i. n»)=»- r(»)=-i-2. rm-'- 

/'(0)=+1.2.3.t n<l)=±l-2-3 |«- 1) 

(iléUDtimpeir); puis 

erelg«=:e-fH-i-..:..±=+R. 

»=l(-l^ir^'[(l+Ml'=î)— '-(i-tet'^)-"'J. 

119. La Bérie 

est convergente lonqoe la valaar abtolne de ai ne wirpaue pat l'u-, 

|li(a] =Vl*lK 1 . 1.1. . . . . (n-^) CDS^ V Eût [bp ■»■ ^ 
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rilé; par conséquent, cll<; rL [iri''i'tiU'rii iirc tg.r si IiniR=û. Sons 
u forme aotnelle, on ne vuit jias clairement que le reste R jonÏEse 
de celte proprifté ; mab, si l'on pose 

et si l'on e égard i la /brmub da itfotiir» (11 5) : 

(cosJ+f — 1 sin)l)»=3CospJ-H'' — 1 sinpX, 

(intR=0, 

et 

„.ig;r=|-f+ç-^+ m 

150. JI«naf9Ui. On voit, par cet exemple, qae la formule de 
Hac-LaoriD le prMeenezdifiicileinentBD développement des fonclioas 
algébriques fractionnaires ('). Nous ïadiquerons bienlât d'autres pro- 
cédé» plus commodes; mnis nous appliqueroris encore la méthode pré- 
cédeule k une question particulière. 

151. pHOBLiMB. Divtlopper, imiiantUi puifianeainliim et po- 
sitiva âex, la fraction 

SolutiM. Cette fraction m décômpote ('*) en Or, 
lonque x »t plue petit que S (*") i 



O La tïiKlkiB aiGlg» ot tiHuctndanls; uali 11 cal obir qw 1* diSntUi tfguHa 
ici il«P( oniqMnem à «e qss li rorauile ut quiili» ne ■'•piiUqiw pu dadosoi h dl- 
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et, ti a: est moindre qne 3 : 



Conséquemment, 




Si, par eiemple, on >ap|MMe x=l, on a 



Bêitm 



122. SËriNiTioNs. 1° Une série 

A.-hA,a;-t-A,x'+ +A^,ai"-'+A^+ (1} 

estdite réatrrmtt, lorsque 



a,, a, a, etkélantdt$eotuianlei. 

2° .L'équation (2) est Viehelli de rtlatton de la série ('). . 

3° EnEo, snivant que le nombre k=l , 2. 3, , la série est du 

premier ordre, du deuxième ardre, ia aroitiime ordre (*'), etc. 
. 183. JtfRortiu. L'iqaation (1) peut 6tre écrite aii»! : 

A^=--A,_,a!^.«,a!— A,,_aa?-'.5t,Œ'— — A«-*jf<-«^. 

Elle eiprtme dope qu'un Imu quefampu d'una iMi r^urrmie ttt 
égal à ta lotmna dai il termei jyr^o^dmd, nipttlmmtU muUtpUit par 
•î» conMonlat. Celle propriété caractéristiqne egt sonrant prise poor 
définition. ■ 



[•)UilvttnàeiimaaaiaAiiiL'ieba'itrtiM»i<ÊiiitMêr*t^rtiiliHl^, 
- [") Ttm séria tècwraaie in pranter oHie esi um pnsmslini par «natEwM. 



'A,+ai,A,„+«,AM+ +«iA.-t=Oi 



(2) 
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434. ÏBËoRjDiB XXn. TmiUfraetiimraliomteUe^atdhetop' 
p«6b sutMnl un« »érù Wcurrente, dont Cordre esl iifal au degré de 

m (•)• 

Déwïonib-attan. 1' Si l'on décompose y— ea fractions simples, on 
pourra développer chacune d'elles en série convergente ('*), D'ail- 
leurs, la somme de plusieurs sériel comtrgtntet ett meore un* lértt 
tomxrgente (*") ; doue la fractioa propoiit itt dévtloppabh m tau 
térU comtrgtnU ê^tafvrmt (1) (""). 

a* Cela poté, de 

M=A,4-A,a!+A,a^+ +A„_,iE"-+A„3^4- (3> 

on conclat 

/[a!)=[A,+A,iB+A,a^+ +A^,af->A^+ ]F(x); 

pois, en nppoMDt 

F{;r)=l+«,j;+«,a^+.....4-«*ai*. 
et en identifiant lu deuv meaAru : 

A„+A,-,«.+ +J*-*B»=Oî ' (4) 

poiirti>fc; elc. ("""). 



n iMXHB-iiUBdaqiH bmcUgooilrtUBctlbla; qmkdeKrtdDdiimDtiiiMi 
urpBWcebldD nnaémMiriqn^iiwudgiiIsu Icmam'MiBililbtoiiirofcte. 

(■*} Lm buUdni d» h Bmt prodnlHU des pcofrMlmi vu qMlsnt; ta 
Mlm M démopptu pu 11 tnnnnla UMne (lll). 

("■■) Tout cBci suppose, bien emcndu, <\ik x esl compris dm itn llmlla Mau- 

(*""] On voit que nousuilioos la irile conïrTgeoleconlsnaa diu laieeiMdBi'aibn 
de l'aquilon (1) comme an itriuUs poIjoôM. Pour 1^ Jmec «on|iliIenHDl celle 
■Un d'i|lr,n p«nmh pour 

■>](■ do hU da ta diiUtni d« n<4 l« FtE)- 
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VIS. Ta ÉORËME XXVII. RitiproqutmtntjUuU série récurrente eon- 
wrgmie, de la forme (1), a pour timiu une fraction raiionnelU 

St+}it-i.».i+ +S. 

1+»,»4- 

data lûqutlhSin^iMKt» la tomme dti]Lprtmi»tl«mttàt\a$irit. 
Démoiulratioit. Eo faiianl, i»M l'éqoilioD (2), 

n=k, n=k+l, f»=ft4-2, n=:t+(, 

an obtient 

A» il' +Ai_,l'-' .a, If +A, .=<tX»=0, 

A,4.,a!'"^'+Ai .aiX+ -\-A,x .cct3^=0, 

Ai+jŒ'^'+Ai+ii'''*'' .aiX + +A,a;'. at3^=0. 

Afc+4a**'+At+^+'-'.«,it+ +A, 1^11^= 0. 

Cei égatiléi donnent 

(St++,.,— S»}+(8^t.^8t_,)«.fB-4- +Sn.,.«tis»=0; 

pois, comme les sommes Sk+,+„ S^+i S;.,., ont, p» bjpotbfiu, 

une mtroe limite S : 

^_ SH-St-i .».!+ +S,<n-iJ*-' 



186. PkOBLâHK I. Divtlopper 
De . 

on conclut 

l=eA., ls=6A,— 5A„ 0=pBA,— &A,4-A,. 
0=6A,— 5A,^4-A».ii 
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donc 

1 il' _4B . 



pQurm que x wt'l emprù tntrt — 2 ri 4-3 ('). 
127. Probl^e K. Dimlopper 



1=SA., 0=2A,— 3d 



A,^:;. A,=-, \, = -. A,=0. L=—^, A^-g- ^ 
pnù 



pour Ui vaUuriik i com^iriïM enife — ci +/2 (cicliisivo- 
meui) (■■). 

126. Annarjui. 0» arrive plus ropideniEnt aa réialtal , et l'on 
voit mieux la lui deK coeTlicienU, en multipliant .par 2+3x-t.fE' lai 
deux termes de la rmclion. Kri elFet, 



(-] Ce» ittaliati l'acurdem h« ce qaa I'm i va cIhIuiiii (iii]. 

I") raar qn h rténlapiwiitM de Mil «mufoal , a ttinl Mffufr», 0 /iml 

que limtinltàtxiM talVrinir ou siodiilg ifi a. Le Igoieur iliinaiilnifa fKilmneBt celte 
prnposillon, s^ll met aelx aom 1a Idiiik 
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J2Î». PEOBLâME III. Z)A>«fopper 

La diTision du numérateur pur le dénomtnîitcur donne, pour les 
premiers lennes do développement, 1 — x'+^x'. D'aillean, l'^icU* 
di nlabm ei[ 

A„=— A,_,+A^i. 

PBr.canséquenl, 

A,=— 2, Ag=2+1=3. A.=— 3— 2=— 5, Ai=5+2=T, 

A,fc=— 7— 3=— 10, A,=15. A,„=:— 22. A, ,=32 

pois 

— 22a" + 32a;" — 

pourou qia i «oif, en vahar absoliie, inférieure à la pl«» petite racine 
poêilive d« l'éqaalion gw doiau lei moduUs de» racines de l'équalion 

130. Remarque. Daue l'exemple I, ou dans le problème de la 
pige 71 , il a été hcile de déterminer le terme général dn. dévelop- 
pemeat de la fraction, parce que l'on connaimit', nm form fak, 
W fteteurs dn «jénominalenr. Il an eit de mAme ponr l'exemple II. 



naobUtal 

)+pcosi— f'co< w=o, pEfnB-r>ilBa*=a. 
On pcDl nm|>tiur ce* tqu.iiifin- \r.\t 

i=?M-f" - î;'(i-ssiii"ii), i=r<(a— (ilniiO. 
Celiei-cl «nrtniieiil il f"+f'-l=(i, 

^lUtiui dont b nolnc imisIlIm^ fV, li miirlti^ mMe o.mm cl D.SMt. U cfria M doDo 
SHtsisaoU pnr let valeurs iie x «>ni|iriWE enirc - ù,m,t .'i +<l,HSa («dnilnPMH]. 

iJ_x_l=0,p'+p'-t=O 

TéilllMI 11 reUUni a™— p. 
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UtiSf li l'on' H propDuit d'inîgnec le terme g^aéi&l de la «lile 

1, 0. —1, S, —2. 3, —5, 7, —10, 15, 
on leraït Ameiiâ i la résolution de l'âqaBtioD irréductible 
œ*— »— 1=0. 

La question peal donc itre regardée comme i peu pré» ioaolable [*]. 

iSl. PaouiaB IV. Hia 
tmwts ât I. 

Solutton. Le développement ce 
t'échelle de relalioD étant 

A,— 2A,_,«»e+A,M=0, 

oa 

' AH=iA|_a«M9 — A^, 
il en réeults qo'iM ttrme gueteon^ â» dAwlDppMwU AinU M égal 
à la xmtmt dtt deux unm gu£U préddmi, ntptitmmmt mtlliplUt 
for StasS ttpar { — 1). D'spris let formnln Tbomas Simpson, 
kl cosÎDiu det mnlliplea de 6 procèdent préciiémeot snimnt celtft loi. 
Doqo, i ctaae de v 
A,=l. A,=o)rB, . 

nom aurons 

A,=C0s2â, A,:i=C093E) , An=cosn0, . , 

- et, par conaéqnent, 

pour iMMifunibsemqiriliMMfr*— lM+l'(etclsNvement)^ 

132. Bmarqui. Si,dans la dernière formale, on inppoiex=eot 9, . 
on tronro celte relation anei remarqnabip : 
GO>a9-H»ieeoi3S+coii'ScoBi9-(-, i-co»"-'ecos(n+l)e+.....=— 1 ("). 

O Capemliil, li l'on ippclte n , b, c les Iniis nciDoi de cmie «quillou, on ttamt. 



n ElleMendt&allonqnaooilsit:! (il). 
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153. l'soiiLËMeV. Tnmm- la fraetCm gMratriet d* ht iirit ri' 
currtnle 

I— 2a!'+5a!'— lla?+83fl!'— 48a!'+101«' „ 

dont laquelle 

A„+2A„^i — A„_,=0. 
Solulton. Celle fraction n la forme "'^'^V^'^,''^ - {')■ 
D'ailleurs, si l'on mulliplie \>ar l + Sa; — les premiers termes Je 

la série, et qu'on identifie le résultai avec a-i-bx + cx' + ds^, on 

obtient 

ffl = l, 6 = 1, c=— 1 , d = 0. 
Pareofuiquent, {MurdnwifnirKfa i tuffisamment petites ["], 
1— ic+a?— 2»'+ Sa!*— 1 = rrêE^- 



n ta >^le «iaiitfV^ntp9nlrileii=i. tn iiiim#rai«iir de la fncUon gùniinuiee 

B'ttillap|;li(9lile qu'à partir ilc •rsp, le dégrada niiméniEnr wnilLp— 1, in plu. 
rl CciU rcsiricilw, ïiir h.|wllu du ne >aiiraluroii In^iatci, doit (lté bUs tonMi IN 

S, |iar «impie, SI nippou1tB=l diulidniitèio éqiaUiw, oa uoNnnit 
I— l^vl— <l-hl3-U-l-Ml— =î, 



cltm IB dMglo|ip«iHat ffmt foiteliai T(a], ni Mt 

<<<:r I ' .ni I r .lit 'i.i.'iiin psar tHda lonluon dsir, llenré«lt« qiala 

rantt , la lUnloppeiiMnt lia tu AmUdi 

I .s- 1 ,1 .sS-l .1.8.0^ ±l.t.> ntf^ 

Or, il Ni irèi'fBdla d* rcconnlue qye c«f(t j(M( nt tti^mn dtwrfMto [nccîl4 pour 
Par (suè<)Nnil, le rtHilUloblcpii par espud Gépaitln on inidiDWbls, iiuai 
MgnqiBl-igaUié 

I— i.»+-i.>.i-i.i.a.4.i-.....= 0,4a au »TT , 

qn'il «n 1 dUaiie. 



Digilized by Google 



CHAPITRE V. — DÉYELOPPEMEIMTS EN SÉRIES. W 
134. PftOiLâHK VI. Rtcottnaîire ti mt iérie «<1 TiairrttM, 
Solution. Sappowns que. dans U «érie proposée : 

Ao+A,fl!+A^+ +AX+„..., (1) 

lecoalficient AkUit DoefoDclioDdewrfxienC), nroir : 

A.=,(»). (3) 
Si la série e«t récorreote, elle a pour lorome one Traction incoDiii» 
g (135). Or. 

M— .y* tj , . v'_ 

F(ii:) ^1 16— xl'^^i ie—aV^ (p 



en supposnnl 

r(x)=(^S)>(^c). ix^gt. 

Si les diverses fruclions simples 

(<^»); 

étaient donniïcs, on pourrait les développer pnr In formule du binôme, 
et l'on aur.iil, par exemple. 

Mais, par la théorie des combinaisons, 

[f4-n-l| _ (n-MKB+i) fn4-f-j? 

1.3 » ~~ i.i 



« coeflicient de ^, dans J T—j 'i ■ ^ P'""" ' 



t.+l ll. (n+l){n+a) . Bf fn+1)la+a) |B+p-l) ,„ 

■ I "'■fi' i.l ir 1.Î 'W 

c'est-â-dirc una fonciion mtiènd«u, dent k dtgré tw nrpM» ftu 
(p-1). 

D*nD antre cdté, wia /îmdion Mlil^ <fa n, du degré (p — 1), «il 
(mtfotu-f tUeompotabU luteanl /a /brmt (3), c'eal-i-dira que, <{r(n) 



TRAITË 'ËLÉUEHTAIRE OBS SÉRIES. 



étant ceUefonclian, on pestd^termiiu 
de manière à avoir, identiquemenl, 

5l^5lï±l-(- Bp ln+l|(n+ai (n+p-l) _ 

b 6* i br 1.Î 

P»r saite, pour que ta tirîe [1) soi'l récurrente, i( font et il ïu^f qae 

A„— 1)6-"+ Ce— 4- + 09-", 

b, c, g étant des constantes, et B. C , G étant des fonctions 

.«,»•„*.(■■). 

13S. Remarques. 1. Kn augmentant d'une unité les degrés des 

[onctions B, C G, on a les eiposants des facteurs b — x, c — x, 

g — X, dans le dénominsteur de la fraction génératrice. 

II. Si le coeriicicnt est égal à nne fonclion cnlïËre de n, du degré 
p— 1, la fraction génératrice ae réduit à ^1^^ (*"). 

Suit, par eieaijile, 

A,t=n'— 3n+l, 

auquel cas la série est 

1—X+ 3a:'+19a:'-i-53a:'+ 11 la:'+ 

On trouve (133) pour fraction génératrice, on pour somme de la série, 

II-»)' 



Cl SI l'M nwon, ncraniMiiciil, ■=-!, wx-i, «—s, oa oMant 

(") Uneiuireulmlondace [ir^imgailédniiii«p>rL>gniigg. 

{"-) Ce i^rclliin ds li propriélt prtcédeile peut tM diataM dlredmpgiil, à'tae 

U loncUon ciiliice A* iUoA g» itpi f~t, a dllirtusp* ni polie; donc l'&bella 




g|,p»nUle, ledéDbnduinideltlhcUiu^nWtsipourvdenr 
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d« U fwUaa dÉrM*. 

136. THfoiin xxnn. Si.powioiOetUiiialewidexamprim 
mm 0 11 MM twmb'UpanliM X (ÎDcliuivemeot) 0< o» <■ 

?(a!)=s3A,4.A,iB+A,i^4- H-A,fl?^'+„™., (1) 

F(a:)=F(0)+A,«+^A,ii:*4-|A,rf+™.+jArfr«+ (2) 

pour les rnémet vahuri de x. 

Démonstration. La sËric (I) qsI supposée convergente, c'esl-à-Jire 

F'(a;)=A,+A,iB+A,t'+ +A„a;'— +R„, (3) 

R, leprésentant nae roDcUon qui tend vers léro, lorsque n croît in- 
déGniment, et que x est compris entre 0 et X. 

Si t'OD preod tel foDCtiou piinutÎTea des denx membres, on aura 

dODC 

F{ai)=F(0)4-A.a!+|A,a?+|A,a^+ {*) 

en désignant par ^(iii,»)aiie fonclion tjui s pour dérivée It„. et . qui 
s'aoniile avec a (**). 

Cela posé, cette fonction peut âlrc rcfinrdcc comme rcprÉscntaot 
l'aire comprise entre l'aie des abscisses, la courbe qui n ponr ordon- 
née n„, l'axe des ordonnées et une ordonnée quelconque, répondant 
à Dne valeur de x iolérieurc oa égale à il. Or, l'ordonnée R„ a pour 
limite zéro; donc ^(x.n) converge aussi vers zéro. 

157. Remarques. 1. Le tliéorème subsiste lorsque la série (1), 
convergente pour a:<lil, devient divergente quand x=X, pourvu que 



n OapounU implnarièMnxprdBiiiUiiilUiqiiMeDDqiiM: nibrtfiiMlga(il 
dwjeiidnli un pea plu conpUqBee. M letu, le eu g^nl h ridvll ■(■émot ui c» 

n CWIt(tac»oa'f «Mt,arellB ot la (USbcnn entra Fto) at Ispgljiilfia qoi te 



TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉfllES. 



In sCTÎc (2) soit encore- wnïergpnlc pour celle viileur de x. i'.n vScl. 
les dcui membres de la Formule (2j ioi|( dus runclians ccnlinues, 
Goiislammeiit égales; dono lears limilei, répondant à x=i, sont 
igflloi entre elles. 

II. Ce même théorème permet de développer en série touU fonction 
dont ta dimh eii alg^6n;u«,'beiiucoup plus simplement qu'on ne le 
pourrait foire parTipplicatian du lliéorèmb de Miic-LaiiTÎB (190). Les 
exemples suivAuls lont justifier celte assertion. 



158. I. Dititlofpanenlâi\{i+i). De r(jc)=i(H-a!). on tire 

F'{iï)s?j^=l— iC+a'— »'+ ±«-^: 

« étant compris entré 0 et 4-I. Par conséqnent, ontie CM nèiMt 
limites, 

({H-ai)=«-^-l-^- + \k) 

ou n'ajoute pas de constante, parce que f(1)=0. 

139. Remarque. La premiÈre série cesse d'Ûtre convergente lorsque 
£z=l; mais, comme lascrnndc l'e^l encore pour cotte tsleurde 2, DO a 



12=1- 



140. n> IMwIappMnml de 1(1 — i). Chnngeatrtaien — jt;dans(A), 
>n obtient 

-/{l-,l)=aH-|+y+ W 

141. ï&.HéeihpptBmtibvnt^x. La dérivée de cette fonction 



donc 



' cHinru T.-^senuwmuins en mm. a 

Od n'ajoute pu ie constante, parce qge le premier membn «t np» 
posé reprjienler le plos petit are dont la tangente eit x, D'iillenn, 
la lérie [Q cesse d'âtre convergente & partir de «=^±1. 

142. Vf, DAwbppmnU A arciiDe. Cetta fonclinn a pour JfcÏTée 
Çr^^ - Oi*, pirJa faraiDle da bindoie (111), 

pourrnqoeaîsoilcomprisenlre— 1 ct+1 (eieluBiïcinBnl).Par mite, 
etc. 

143. JtMurgfM. La tém (D) , encore convergente pour 



144. T. Dhilopptr la foUtiiM gtii a paUr Strioéa ^ 
On 0 troav« (IM) 

D'nUcoTg, 

1 1 

M la dtrivte 4e anlg(»— 1). Banc 

ertlgl»-!) 

=5[*^{n+lT*'o)~{î!i' '"rS"''t7]'*"[î^"' 'i8.to ■' M.îl)^l- 
De plDS, 



ti TRAITÉ ËIÛIBNTAIBE DBS SÉRIES, 

aarctg 

"(ïïï'^râ+îj) — (*^ w+ 55) + (tî:9+ïr4ô''"S57)— ■■" 

143. La série (G), qui est convergente entre x = ±^/^ (127), 
pourrait servir, comme le développemoat (C) àe iiTclgx., à calculer 
lerapportde la circonférence audiamËtre. Nous entrerons, 11 ce sujet, 
dans quelques détails. 

1* D'abord, si l'on suppose ii;=l, on a 

2* X=!\^i donne 

2arotsO/2-l)+^=|+|=^„ 



3° En combinant les formules (6) et (e), on obtient facilement 



*v« 8—3 B^^H is^îii iï+- 

00 

.=4S(,/S-l)(i+5i5+i^+-^+.„..), (j) 

V Le premier membre de la formule (G) est la même diose que 
2[arcfg(a_l)+:]:=2[arctg(«-l)+arclglj=2««tg5^i 
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cHAmitE V. — Btmjorptmms m séros. '85 

— [o"'"îl'*'i;îl~(*:B'^Aa ' 8,7)+(i6^"'"i6J(i ' 3a.ii)~ ^' 
5' si, danscettedeniière éqaalioo, on fait on obtient 

ri 

6' DaDs la formule (El), chongeong x en — e: aons aarom 
„ , X I ^ a' g' ea' . aï* a" , a?" 

et, en supposant x=1 , 

1^ j 1_ J 1 i 1 , . 

arClgj— ^ 2 o 5.S'*'B.8 T.10'''9.3a 10.33 "'"H.ei 

La différence de forme unlro les séries (f), {g) esl assex reraar- 
qiuble, «ITtouE si l'on se rappelle que l'on a encore 



Ete.O- 

146. VI. IMMiappn- la fmaion F{i) a pata- dérivie y^^^ - 
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w nunÈ iMuiRTAiu ns stxas. 

On trouve liliment F(iii] =J(a + K 14- jc) , en sappouot P{0)=:0. 



. i(^»T+^=^ii'+Ji»>_JiL,.+..... ,1,) 

147. Atmoipii. Si l'on ehatifie x en x^^l, os troave 

c'eit-i-diTs, à cgnie dp diieli^pemeiit de ■iCHaa: : 

l(z ('—1+ Kl — ^iB')=l^— i arc sin X,- 
on encoie, Bo BnppoMnt ycsercsinâ) : 

et qoi éfuntnl i la romale da Hoivro (116)< 

148. vn. Détthpptr fil /bnMAM rfetU h dfrM* «d Î±^^^S. 
De 



îo supposant F(0)=0 ('). t 
Le diif^t^i^Mnfqt du radical donna ea»aito 



^■0 cMlelnnifOriMUMt powalMd* iwlMMtlMIiltaMMriTMlNtOrtc- 
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V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÈMES, 87 



i|Kî+P-.|=-[.+,V+iirf+J^«'+.....]. 



"'"êïî^* si^TÂTr * «.4,6,8**' — 



CHAPITRE VI. 



SOMMATION DES SÉRIES. 

ïyO. Pions avons indiqnû prcciidemment (Chnp. III) plosïenn pro- 
cédés trËS'Simples , et poar ainsi dire purement arïlhmétiqacs , qui 
pcrmeltent de sommer certaines sérlss. Nou» allons eiposet actuelle- 
ment, aillent (|ue le comporte In nature de cet ouvrage, quelques-unes 
des mùtliodcs j^ériémles que les géomètres ont imaginées, dans le des- 
sein de résoudre le problËme de la lommation det tiriet. Dans ce cha- 
pitra, nous BetonsobligËd'emplojer la notation tnjtm'iMmiib, coque 
nom sf ona évité jaiqn'ici (*]. 



n Tald.ponrktJeaaalMleniiqiitR'onipM mratliinsTnMdBalcDliaièinl. 
les priKlpu de ceuc nolition : 

1* SI ^/ta). VW(>>"Gin^, so repréUDte pir 

!• LaparUaprinc^ub da&p, c'eft-iiKlIrc n'Ax, 3p[>Ëlte la di|r'">K>il'>)e« : Os It 
refirésenu par du ; 

3" Lorsque =!/, i|/='4x=i(K; a\ sorLe qua ta différentielle r!a li toDcUon H ridult 
alon 11 raccroisKineiii da h vailable Indépendanie : pmr celle nlaon, « dernier ic- 

*• CMuéqmnnunt, lenppoHdNiHI<nnIlgllndevetdas,sM4-dlre ittM, 
f/ou Aniremenl dil, ilir=^iU!,- 

f FM (.-Linx h ImHim frimilirc 1^ pl„5 K^ncnlo <lo fis-), on tïril F(^)=/ flilto+C: 

JoKlIon de la ™«tan/. arWIfairr C monlre que Jm^ esl "ne '«'g"'!' •"i^f-i', ou 
It loBCilon jHlmlUTB que l'an iriilienl an resTenut lu r^lei du oJcil de» 
litttu ' 

f SiVI/t) didt l'imiBlar pourissa, on ■ F(a:]=T(a} — f(4>3y^lB)dz : a al h 
limU» m^rtnn da llsUgnla; 

1° L'oipradan J* f(B)»Fffl>'*PValla amtiMirniblwI^Into.-elte 
est éTldemneot Indej^aDdaiu de c, il a et b n test tadifeiiduief; 

B< L'éqnaUDn /ulf>=w— /«du, que Ton iMit ta HgtimOaiit la dm aembnf, 
UMUlae le piliKtpe de rM^irallM jioriiaMii. 
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CHAPmiE ^ — SOHSUTIOH DES. SERIES. 80 



rumiBB MtidoDB. 

131. Elle consiste à clFecluer, sur la série proposée, des diOiSren- 
(iations ou des inlégralion», de manière à CD concloie, s'il mt pos- 
sible, une noovelle série que l'on Mche gommer ('). 

AppUnaliaB*. 

1S2. PioBiJHB 1. Somma- la lérit 

Sobniùn. Si Ton Tcpréiente par p^x) la somme cherchée, on ■ 

f{m)=\+x-ir3f^ 

on 

■ m^i^- 

Donc ([x)=—l{l~z); 
ce. qoe l'on savait (")- 

IttS. P»OBLÈMB II, Sommer la série 

f(x)=i+2x+^+ii>f+ 4-B*"-'+ 

Sabuion. Cette équation donne 

//{a!)Ja!=aH-a^+«'+a!*+ +!iï'+-—4-C. 

poil, en prenant les dérivées ies deni membiet , 

Ainsi, 

_l_=H.aB+3a!'+4a?4- +naf-'+ ; 

réfultat érident par la Eatmnle do binôme* 

(•] tl M ntcDitii, um poir umaa, qns oes deu lérieideiNniaM comngmM. 
OiiMlunitd«liinemsiiulèralMiédeiqiiInpTtMiit«ntti«lKE,uei1na,Hc. 



M TRAITÉ ÉLÉMEHTAIRE DES SÉHIES. 

iSA. Problehe III. Sommer la sirit 

/W=-.-+.-+i+iq^+ +Sfr=;)S+ 

iSblHtioii. Opfirant comme pour le Problème I, OD trouve 

pu» {[x)=j-^^dr. (A) 

Il l'agit donc, pour résoudre coni|iliïti;mcnt In question, d'effectuer 
tinUgration indiquée, ou de trouver la fonction primilivi de ■ 
ToQlés les foia qae a et 6 mal entiers poeitiTi, ce problËme, dont 
noui allaiu donner quelques etemples, ne présente d'autre difGcollé 
que ta iMgUMW dM cbIouI*. 
' ltf0. PKonÂu IV. Sommer la $éne 




S^Utim, D'après la formnlc (A) , 
D'ail leun, 
dose 
on 

156. PsoBiisKKV. Sommer 

«•)=-r+¥+s+ 

Soliaioa. La fonmle (A) doota 



{*] OtiVnla^idtcDUUBle, puce qis Ai))=e. 



CHAPnHB VI.~ SOMMATION DES SÉms. 91 
dinominaUDr l — x' te décompose en 

{l—x){l+!c){l—x+x?){t+x+x'). 
Par cxinièiiaeol. 

,/(«)=AI{l— ai)+A'J[l+a;)+B;(l— i+3;') + B7(l+a4'»') 

A, A', B. B', C, C étant des cotistcnleB. Pour \ea dËtarminer, preDODi 
les dérivées des deux ineinbcesj nous aurons 

i—x' 1— «M+m"''!— m+i^ i+oi+iï' S(l— w-Htf) î{t+iM-<0' 

Pu mita, 
oa ufio 




Stbilit». Cette lirie «t na cn puliciillef da celle-ci : 



rt.)=(|+|-.ï)+(f+ï-.J)+(ï^_sf)+. 

qui donoet 4'ailrti le fonnnle (A), 
on 

Faiuot a=l dani cette formule générnie, oa a donc 



ubinanl la sirie proposée arec oelle-c» : 



IS9. Problèmb VII. Sommfr la térie 



et, par code 
160. 



CBAHTBB YL—SOmUkTm IKS SfiHES. 93 
m. Si, aprts BToir icrit aïnai h lérîe pnipuAe : 

^=N-^g-?-l)+S-^-è)+ 

on sTaît pris 

«=rî-ï-ï)+(ï-¥-î)+(t-s-a+ ■ 

et que l'on eût fait à pnrt lu somme des termes positifs et I> somme 

des Icrmcs négolirs, ou aurait trottïé 

puis, en supposant 

S=l. 

Le premier résultat est exact tant que x est iorânenr à 1 ; nais le 
secood est complètement faux. 

En eOfll, lortqoe a= 1 , les deui séries partielles 



hh<i-hf^±U- 

devenant divergentes, ou ue peut plus appliquer ce principe ; la dif- 
férence. des lommss est égale à la somme des différentes (•). 
161. Problème VIII. £iia(Her 




L'ewnipbqMiwuTsiMudç lnilMm(niire,iiMflriids^<«i!OBriilMrw]M 
lérieinige «^iIKbUm, 



9i TRAITÉ ÉLÉMEPTTAIRE DES SÉRIES, 

Solution, ir,i|ir6i le Problème III, 

1G2. Phqblëihe IX. D/lirminer 

Solution. OpÉrant comme pour Ig Problème il, on a 

f j{x)dx=!tf+a°*''+!>f^''-h «ï^. 

11^)=-^^-'. (C) 

165. PnoBLËHE X. Diteminer 

f[x)^ax--h{a+b)x-^^+ +(a+nb]x-+-i+ 

Solution. Pour ramener ee prabltmc nu précédent, multiplions 
les deui membres pur pjfi, el tAclioas de délerniincr p et 9 île na- 

p(a+n6)==+n|3 + ï + l. 
pour loulcs les valeurs Je 11. Celte condition donne 




D'aillears, d'après in forinnle (G), 
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CHimBB VI.—80llHilTI0{r DD BftUBS. 
164. PiOBLÉu XI. Mirmiiur 



Sobition. Ce prablèrae, généralisa lion du Problème HI, Htatont 
GomiDe le pTécédeot. On trouve, en multipliant (on les tennei de la 
série par y, et dispoiant conrenablcmcnt îles quantités]», g ; 

f{x)=lx S~j ^dx. (E) 

I6S. En réitérant l'appïiealion des mêmes procédés, on pent 
sommer les »éries dont le tonne général a la Tome 



• (■)• 



Pour nbréger, nnus nou9 cootenleroas de (Vendre diu 
16R. Pbohi.È!ie X!l. Sommr lù tirù 

Solution. On a 



Cette éq nation donne 
Par coDséqoeDt, 



I>) Le leeimr pootn nnraUer, sor ce injM, legnnd n^deUcrata |l. m, p. SM).' 



gs TRAITE tlÉMBStiJBE DES SfBJBS. 

En intjgitnt par partiel (150), on troim 

Jgl(l4.îe)=_ll(H-j8)+Jil5— J{l+fl!)+C. 

A cbum de 

- ?î±2=iponr«^0. 
la conitante C ^ale 1 ; donc 

/Ix)=(H-|)l(l+«l-2, 
OD, ce qui esl £(|iiiTaien(. 

'i^+')=^l^*à---à''+à'-- ] (■)■ 

167. l'aoBLËMB XIII. Nommer la lirie 

^ I , 

a' (a+tl' (o+M)' (a+ni) ~* * ' " ^'^ 

Sofulion. RcprésentoDs par Sf la »miiie cherchée. Nom ponvopt 
écrire, pour abréger, 

Bnltipiions leg deni membres par ^ , et diipoBons de« qnaDlitéBf), 4 
de miDière que l'eipoliaDt de x devienne égal h. f{a+nb). Noss aè- 
roDS ^robl. XI) : 



Le nnmérateiir ft:r(<H-n«)-i p^^^ ^[f^ remplacé par 
pow 
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nUPlïRE VI. — SOMMATION DES SÉRIES. ITT 
Nous anrODS donc, un lieu ilc l'vqiiation (3) : 

d'ot 

», f 
Si=2a^" » ys^,ii!. (4) 

LiMimiieSiélMitBioaiejpriinéeBU iiKijen de la somme S;^,, il s'en- 
«it i}a'«a appliqoiDt plusiears Tois de tuile In Tormalc (4), et en >e 
rappelant que 

«n san l'eipreuion de Si en fonidion dei données de ta question (*). 

DRDSii» MfelBODI. 

168> Soit jf la ronclton inconooe dont le Jéreloppement est 
donnâ. Si I'od peut obtenir, cnlre y et la variable x, une équation 
différentielle que l'on sache intégrer, il est clair que, pur cela- mânie, 
on aura sommi! la série. 

Appitntïgai. 

469. PaoBLÉHE XIV. Soinintr la térie 

!'='+i'+rj+ii5+ï£î+ 

Solutwtt, On n 

»■= •+ î + S + r&+ 

an 



(•) Il OM ml qna lae inl^Usng indiqiéu ne pooMit pu génénlaneBl tut dfac- 
Intedccuanlmioaeatfen prtillliiHiiM. 



as . mrFË élïmentairg dbs sëries. 

«.encore ^ 
Celte éqoDlioQ donne 

tyr=x + lC. 

OR 

!, = Ce'. 

lA fonction y doit se rÉdnire it i lorsque 2 = 0; donc enfin 

ce qui deroitâlre (113). 

170. Pion^ XT. DAtrimiur 

1'=^— îïf+îlîr5— l.î.3....'.7+ t''' 

Solulion. Si l'on prend les deui premières dérivées, on Irouïc 
/=-»■ (!) 
On salisfait 4 cette équation en supposant 

A-M B étant des codb tantes ■flT^tr|ii^^,0? W>KS.r^-fi 
Bvoirj|=0,lr'=ll*l<"<c ■ •r'**lirtiB 

B=0, A=l, 



17i. PiOBlÈHB XVI, .Çoiiimcr (a îi^ris 

Sthuim. Il résuite, da Problème XV, qne 

jr=Gosa;. 
178. PioBubra xvn. ZM(mni>Mr 
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CBAPITRE VI. - SOHillATlON DES SÉRIES. es 
Sohitim. Cette équation donne d'abord 

- |=,+!^^+H_V+ 

{rail 

/î*=»+!«'+i3^'+gjV+ 

og 

OU encore, en dinïrencianl les deus membres, 
l,dy=l\ + }/)dx-i-xdij. 
Si l'oq.toit tiiui code équnlinii ilifiLTenlielle : 

ï-i-S~1—x' ■ 
on TOÏt.^'elle a pour intégrale ; 

d'oA l'on conelm : 

!,=_l+{l_x«)-l (31^ 
Ce réaoltot est éTident par in forraule du binéme ('). 
175. PsOBLÈMR XVUt. Sommer ta ,irie 



ma dans [e ProbfèiBe Xyif, 01 



5a(«J.on. F.n o|.«an[ comme dlM [e ProbfèiBe XW, on (tootb 
fnccesai veinent : , 



0 Le lïrme général do la >ériB(l] ■ tà 
d^osns (IM], Hiii un «0)1 qu'en 1 
tombe inr le polnL dodépin. Ceil [ 
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100 TKAITid ELËMENI'AIHU: i)ES SÉfllES. 

^I~m— ■ 

et enfin 

Od a aînii une nouvelle démonstnltoo de la r«rninle du binôme. 
174. PBOBiïi» XIX. Sommer la lirit 

Solution. Le procédâ sniri plusieurs Tôt! donne 

Si l'on lumpare celle équation (2) à IVguali'on qinéraUdu pre- 
mier ardi e cl du premier : 

[luni l'iiitégrole est 

n Ca froSWnB, généraliMlion d'un il.; cmt i)<i« mm »™i riwliH d>iu U;*t- 



.'.^^'l ai'oMmiilIliiliBlet deni niembrcsde l"<!iiiuil™i»li»r»'^^i**ï' 

{,,l*K-ife=tî»''"-, ' ...^-..-v-.i Ai^iWï^.- 
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CHAPITRE VI, — SOMMATION 



Telle eit l* HHnme de h série (1). Il Toléra, ilani cbaqno us paHî- 
n par parties doDoe, soc- 




• _'/-£-V-t'/^l'- ± -L(-£-l-'3:!f_î.r± 
i=5 «11-./ +5li-./ ''mIi-W =f.lt-«/ * 



lOS THAITË ËLËUENTAIRB DES SÉBIES. 

176. R»marques. I. D'aprËg le dernier calcul, les deU ièriet 

ont la même limilc, lorsque ne surpaasb pai l'DDÎté. ' 
II. £d particulier, si r — =1, 

!+_! I !i : I 

=2"E-ir+i-iî5+ ]• (') 

m. D'apièslBl«mille(8}, Bix=l, 

ainsi qu'on l'a To prfcfdemnient {58} (*). 

177. PncmiMi XX. DiitrvOur la /bnciùiisw aprar ittMbp- 

5o{ul)on. On troave; sans difficultÉ. 

; i^=i+,+Hx+tH..+tiÊi«-+:.....: 



fl Lapradall(<-'ak-H(l— injraprMaiM mu 
mSiW eu &ell« dé TVlr qne n irah vdkenr léi 
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elle deTiendra 




éqaalion dont l'inldgrale est (174) 




U. En particalier, ai l'on 



104 TIUlTi; ILLÉMES'I'AIIIE DES SÈllIES. . 

et 

î'='+o+â+ïS+Si+ (») 

179. Problème XXI. Sommer Ut deux lériei 

j=a;«)Bf + la:'cos2ç+lT'cos3T+ (1) 

M=XKaif+^3^iin sin 3f+ (S) 

Solution. On b, d'après la Tormalc de Hoivre, 

y +î \^^= x«?l'^+ 1 x'g">^-- + ia^e'T^^+ [ 

et, ëa precant les dérivées par rapport It x, 

y'+,1/^_,n/=I_j.^^Ti/^_,_j,VTi/=T+ ; 

ou 

Par coiiiéqnent, 
en 

*-^(coï^|/^8in«)=l— «(msy+l^siiif). (*) 
Cette équation «e partage en ces ileiii-ci ; 

d'où l'on conclut 

" ) — BliOllp' ' 

c'cBt-à-dire 

==arctsj^|^. y=-\l{i—2xc.>i^+x'){-). (r,) 

180. Atmarjucj. I. Si l'on change ç on ^ — 9 dans les séries (1), 
(3) et dnns les Tornniles [h), [h), nn obtient 



(*) Cis risglUU n:iiian[ualil« «inl dus, ]<: croit, il H. Loliallo IflKAfrc'ui nir la jsm- 



CRAPiraEVI — SOMMATION DES SÉRIES. t05 
t=— 5J(1— 2!I!»ill f+^j, 

pnii, fn le chiiigeiBeiit de s en — x : 

xmaf+\afeot3f — |a?Bin3^j«*cM4f4-laj'»iii5f+ 

=jï(l+2iiiMn?+a^. 
iccoff — ^ii^iin2f — |!E'cos3T4-j!l*8iD4ç+^ai'i!oa57 — 

Ces qiiatrt! ilcniiàres rclntion^, combinées deui à Jeux, donoent 

.in3,+ix-.i.»,- =!,|±|=?±|-, 

XC059— |i'(:oi3ç + ^a:'cos5f — =\»ntg^~^i 

pois, par le chaDgement de 7 en | — ^ : 

.m^lrf«.3,+l^».6,+ =llÊgi|^. 

aîiiiif+|io'8in3f+|a^MD5y+ =|oreIg^^'. 

n> On a donc ee système de IbnoDies : 

2"^ CM Bç— — j J (1— 2* cm ç+a:'). . (A) 
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III. Les série» (A) (F}, coorergentes lorsque ic* est moinilre 

<|uu 1, le sant encore ponriC=±t (131). On a donc, après quelques 



réduclioas, 

00S(f+\cM3if+lMi»3,f+ =— l[2sin|çj, (6) 

8iDç+i«n2î+ism3? + =3-|. W 

conf+^coaSf+icosSf + =|lcot^ç," (8) 

sin f + ^ sin 3ç-(- i Bio 5f + = ^ , (9) 

C0S9 — ^cos 3f-|-icta5()! — = (10) 

»i« r-5 'i" 5?- = i ( te( j+i) . (11) 

co*^-îcoa29+îeoï3?- =((2ms^?), (12) 

sin9-i3in2ç+l»ip3ç- = îîC'l. I") 



IV. DaDBleg fonoulci (0), (7) (11). prefions f=:^; .noas 

auroBa 

»=('-H-(l-hS+(H-l)+ 

,^=('+a-S+H)+(f+iKft+A)+ 

'^=('+H+S+J-i)+S+H+ (") 

.iîi=H)+H)+(5-5)+(âr-H)* • 

• l»=(>-l+5)+(H+a+&-ê+^)H--. (») 

5Î5=('-s)+ft-n)+(s-è)+ ■ (") 

(*) DeirMillaiii, KmqneUmnpanlfimiiitAaliImdailludiKj, lott sUntteidu 
lUmoln ds H. LofaaUii, dijl illé. 

CI TouM ces fumulei, st amu q« noiii «o dédalMTO, tuppotent f >o al f^.Sl 
rw u Mail pu CM rettrMhiUiaiiioumltinHifWdeirjHlIMictm'IiUlemdu&n. 
Far euople, Isrsqga fssO, lea iDimalet (1) <K |I<i) dauMnl e=D. 
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T, Si Ton suppose on obtient 









....}(") 






] 




+2 




î+î)-(î+î+fi)+(.î+r5+n)- 








ra-i+e+i)- ] 




—2 




...], (M) 




5)-(ï+5+nj+&+r»+B)- 




VI. Enfin, l'hjpothbe de 9=^ conduit k 






=|/2 


r('-=)-Ê-;)+e-À)- 


, (32) 


! 


=1/2 


[hiH+;)+S+i)- ] 


0- (23) 


181. PUBL 


au XXII. Sommer îa ikie 










(2») 



StAMon. On a 

^a:c«?— i CM 3f+ 5 MS5y— 

c'est-i-diie, pu fa ToniiDle (10), 
et 

^f=8inï--T^8in39+^sin59— i9in7f+ (25) 



. , 0. ''"mLcofonniilM (iraiiia pir Buler, Lcttenilni, Pidisoii, Fourier, eic.), les 
plBiliiiniuuiiieiiiiapinlaeiiKInitl), («), (10),i|nidontieal amia^àiàMopit- 



lOa TRAITÉ ËtlHBNTAIEŒ DES ^lES. 

18S. AtmorguM. I. Si l'on «ippiMe fi=:g, on dxieot 

ï='+é+i+i+ +^+ M 



Ainsi, la tcnm» du i 



II- Il est facile Hc conclure, de ce théarème, la somme i 
des carrés de Ions ks nombres entiers. En clTet, soleol 



lonc 

S = ^Si, 

M| enfin 

ï=l+i.+|,+i + J,+ (M) 

m. Ln formulé (7) donne, par an procédé semblible an précMent, - 

J-5TH-ï?'=cosç4-i<:os2T+|cos3T+ (28) 

185. PlloniâHB XXIII. Sommer ks sériei 

fi==«»ç+«cos2ç+a;'co8 3ç+ {'). 



skinf +xiiDâf-ha^sin 3f-1-... 



(M) 

SoMtHh Si fon compare ces d'eu sériet.A cdlw dont la «Hnroa- 



nu Uni a M donnée, d'une siue m 
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on, i cause de» fonnalm (5) : 

184. Rtmarquet. I. Pour que lus i^éi'li's (30} suli nt canvergenlet, 
X dmt éert comprit entre — 1 et +i. exdasiuemenl . 
n. Des rormolei (30), on tire 

48tt. PlOlLiMB XXIV. Sommer Ui trriet 

!(,=a!sin'f+^sin'a)i-F^sin'3î+ 

's,=fcco^ f + ^ cm' 2f -I-^ cob' 3f+ 

SabaÏM. La »mmitioa de at deux téries dépend encore des va- 
learadByetde)t(Pnibl.XXI}. En effet, 

y.+,,=a*-t4+^+ =-i(l-«). 

«,— ï^cos29+ joesif+^coB 6ç+.....=— |l(t— 2»cos +3?); 

»' * (l-i)' ' ^ ' 

a,=— 2iBKia%+a!')(l— a:)']. (H) 

166. Lei tonnales (G), (H), Iraitêes comme celles dn n' 180. 
condnisânt h qoelqnei consiquences remarquables, parmi lesquelles 
noni iadiqneioM seulemenl les suivanles, laissant au leclear le soin 
de les dâmontier : 

• • a* ■ to , ** • «e . * ,r/l+g\' l-teB>Ht-H^ 

a.Bm'ç+-sm*3f+-gsin'5f+ =8*Hî:^J î+SïiSsî+ÏJ' 

a;ci»'ç+|c<»'3H-f«»'5?+ =|'[(i5)'ïS^^]' 

ICSIb'ç— gSMl'df+^SlO 5ç— .....= jBrc tg 

lECOs'f— ^K)s'3ï+ytos 6ç-...»=iârcl([jj_^._^^^^, 
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^, B, C,Dél 
Or, ai Toi. 



)ps dem tquaiiotu du second ordre sont 
j, (]u'il s'ngit de diilerminer. 
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livetnent p«r sin fdf et «in 3^, pais ijn'oii intègre entre 0 et ir, od 

Ai lui 

aJ^V' sin 2tdf+Jij'"e-°t sin 2^117= ^ 
L'intégration par pnrtias [1 ôH) ilonne aisiimcnt 

' ' A(^+l)+B(«-«+l)=f. A[."-l)+B(«— — 
on 



(1 Bo (taM, it DM bnalflD eM divolonnUe de li nuKra ndmit : 
.nii|=A,ilB2H-l.ilBl«H-AiiIn>avf- -»-«.dniu>4- 

En eEM, un unu qiUomqiie, nilia qua A, ihi m, dmae riiUgnla 

an sorte qii« loatei les Int^gnles mal minet, oicaplé 

i»J''!in'iiidir=ÎA.J''(l— COI 3ar]im'Zi^ 
Li mCine milhode «tiapplhaliloaui (fries qui giacèdeal inlirant lea cotiaii du nwl- 

/«" lin îdi =— 0» ^Mi/ H'Mivdf^-f^cM T-H{(*f lin ?- a/tw alnf^r]; 
dope J]"«^»liiti»=~3;[»"+i)i «IB. 
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et euGn 

Od tnan, da la même iDinitoe, 
Les nienrade y, et de i, lant iloni- 



188. Semarquis. I. Ces deui Tormulcs (qui rentrent l'ano dans 
l'iDtre) snbaiilent puiir luutus k-s \<ili'iii's de ^ ramprtsts entre 0 etn: 
la premiÈre est en iléraut |)our 9=U, cl ta seconde, pur f =x. 

II. Si l'on y change f en ^ — un ablieiil 

COST siBïç ™3ç , «in»? , l_w .'iï-^'l-,-*K+^) 

i+?+*ÏT^— * 5+7'— *ïw:? ^ -i — ■ 

oa, pina simplement, 

III. Les relations (34}, [33], (36), (37) en donnent un grand 
nDmbred'aDtTes,analognei à celles que l'on a tronvéeadans tel n'ISO 
et niranla. Par eieaple, 



n Cellc-d reBiradiiisréqvitioo {»]. 
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\-.....=liriù±î^_. 139) 

IV. si l'on change a en — 1 daoê Im Dmoiiks préeidwlei, on 
Atieiit ' 



(M) 

S-*ë5+'S+ =îS. (") 



=7/3—*. (44) 



V. Le» brraoles (43),' {44} peavent i\ 
laiqipVt^lBc>r<m<r£i^nce au diamètre. t<:ileBiloiiiiuitt piretenpte, 

ra — (Jt"*"?.!) 15,17"" «.«à"^ ™' 

VI. L'équiioD (43} peut toe min long b fonne : 

1— • ^ l+B 5— o S+« ^ B+o ~ «>»«| 

Si l'on pnail k« (onatioDi loimitiTa. oo a donc 



..l(l-a)î=!if.|=!.g.;^; (tT) 

m. D. nim., .i, V» «« r*l«li»n («) «m I. fer». 



rirolkn «7), « „,p« .=1. o» i™« u )( 

i-|-».'»«"j,*J+5|*5+ 5-155; + |, 

l-'-="1rîi-i£^+^- !. 

i™,*,, d... I. 187. SI r.» . ée.ri .„ „!„„ j, j, « j. ^, 



aufnm VI samKtm nés séues. m 

Cm RonrelleB ^tiODi, analogaH au RninnleB (34) et (35], don- 



(53) 
(6»> 



(55J 

Si-^+ë5— •••=s.[»-"S*Sl- (") 
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W+1?+=S?+ =l-i..i»|fO. m 

C^-iés+î=5- («') 

.i«„=:..(i-.l(l-Î)(l-|) (65) 

».„=(t-Wl[l-Ç°(l_i) , (M) 

(••)• 

U. si, apiit anir diieloppé, suinut lu piùiHDCHÎde a, le* deni 
membm io l'équlion (65), on identifie leg deux défeloppemeiiU, 

'"'""ij' ïîo' ^'~am' ''""i.ï.s n 

boni ces rclntîona, P, représente la iùmme dei produit$ o d n dn 
carrés des inversa dei nombm wUartli. On voit que lonlea ces 
sommes dépendent OBiqtiBmtdt de l> trmuandial» désignée par 

" (*••). 

m. SembiibleiDeat, l'é^itioQ (63) donne 

Oi=^, Q.=j^. Û.=ï^' *^îT5~S:î1 = 

(^désignant b MmmeilMjirwdutttad nibiînoarHiiIw earrA des 
mmbrM impain. 

■ Cl GalU aérfe lamugnUt ■ Mi ioaaix par Fonrlar. On l'obUeni en retranchnl 
nMntnt Bamlm In «qmtfon (H>), (ST), m eu Eoppouni a -1/^ dang l'éqmtfca 

1") Uadé*Blop|iBiiieii(Eda ilnusGtdu c»lDiis,en prorluNs indclinfs, onL éU tranita 
■|'-1-j-f-5 + ^+ —\' 
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TBOISIËIIE VâTBODB. 



191. Celte méthode de sommation, la plus féconde de ttralw, 
repose anr la tliéorîe des intégrales déflalea. Elle peat dtre eiposde 



la série ronvergcnle dont il s'agit de trouver Is somiae I, S Je terme 
général u„ est décomposoble eu deui facteurs n,, »„ dont fan mit 
égal à une mUgmli difime cornue {'), de manière que 



•=^*»[«.AW+«.f.(»)+ ]■ 

si donc ron peut éTsIiter 

?(*)=»./'.{*)+«./'.(•)+ +«/.(«)+ 

a aura enfin 



ISfi. P«mini XXm D^lmHHMr 

isc(»f+^coiSf+|oM3p+,.„.^--i»snf-t- 

StduUm. k caoK de 



{*] M. BleroDi de Uaan lieni de puHlei des TaHa flutétratu lUptlH. Ce piicteiii 
recueil, GODixa^ da Indi nriimaiia^mMo, dasM Iw t^nh dterlnb lie nU> lal«- 
gnlu Ubiei. 



11g TRUTfc £l£^nTA]BB DES SÉRIES. - 

m a 

tax ooDi^ueiil, 

j=J^r^[eoiç-N^ïoiftp+<-"cOT3fH-.....]. 
Or, h lérie «otra panalUMi a pour (omme (183) : 



L'intégrale indéfinie ait ividemment 

+51(1— ar^CMif+a-^; 

àaae 

i=|j(2— 2cMç), 

»? 

«=-jjaiiii|ç)i 
comne on l'a tronfé ci-damu (180, 01). 

QUÀTniËHE HËTHODE. 

195. Elle Kftm sur œ Uiëorème évident : 
Soima 

f{xi=ai'mm+»t 008810+ +H|Catii«4-... 

dans «Mm Mnan^aMM. l'on a igarà ouc rafolMM 



aumBÊ, n-soMunK» ns Mus;. 

mrêtH&ê 



XXVIII. Simtfwr sérit 



SslHlwn. NoBS aTODs tronté, prâcédeinmeiit, 



198. PiouiM XXIX. Sotamr lu dtm mHm 



' lM.5"^î',3.5"'~a'.11.7'^*'.7,«"'" ' 

SohatoH. En parlant dm rbnnslea (M), (61), (09), on ti 



GHAFITBE Tll. 



TRANSFORBATIONS DE SÉRIES. 



197. Étant donnée une lérie converguntc, un peut se proposer 
d'en déduire une ou plusieurs autres, plus convergentes que la pre- 
mière, et (i]Dnt même somme que celle-ci : c'est li rc qu'on nppello 
augmtniir la comergmee d'tme ttrit ('). On peut encore, quand OD 
connaît le déreloppement d'une Ibnction /(«], remplaEcr la variable m ' 
■pimneanlreTarioblel, ajutsTecla premi^ nnenlation donnée;, 
on obtient ainu le dAvdgppaauDt d'mw DNTelte fBodion <p((], dé- 
veloi^ment ipi'il aeiiiil qoelqu^Mi nnei difBcils de trotifer dîrec* 
teraenl. Hnnà allons donner deseiemplea de ces deui esptces princi- 
pales de traHafocmalioM, en nom boniant, ponr la premiËte eipècé. 
i une méthode connue mus le nom de Eutton ("], bien qu'elle ap- 
partienne à Ealer ("'"). 



198. TsÉOBiME. SoU une Urit tonver^enu 

i=t(,— u,+ (i) 

^enl Ut Urmet, atitnMnmmt fotitif* *t nigatift, dkroi»»tnl vndifi- 
mflunt. Si Tm fait 



0 Kwi éoBIsnls de résoudre ce pioblèmc, plosllrars Béométres oui pri-ualdu (ronj- 
finur tiMaiius itria imtrgenla niiAùI «iittiar^Uf. Nous clorons i{uc CGI ianuct 

CI AseUniiulhiinaficalariilpWfcaapUcalnil^U, u I, p. IKt (18111. 
)■■■} Hie I été nprudttllu par t). PoBcolei, dins «m VAwin iv i'agflitaUaiii la lU- 
liak dB fMHMWi {lamai éu CrUU, i. XUl.) 



19! nUITÉ JMAfUfTAIRB BBS StBIBS. 

— 411.0, tt,=ùii,. Ht—ut==iiiu 

iih— ^iSît= à\ . in,— At^ASt, , 4^— i^=4'^^, 

4»i>4u,>4m, > 

4V>4*i<.>4*B,> 



m mira 

*=:]«.+Î4u.+5i'«,+ i4-«. + 44*«,+ 

- iiUwMUinUMM. Oii«,d'iprtil.'&[iution(l): 

*«=si(,+(ii,— «,)—(«,— «,)+(«,— H,)— 

Èl=u, + 4», — 4w, +4«s — Au,+ ; (a) 

aînti lu diffireneei premiirei, prisa atltraaiivmm avec le ligne + 
a awe b ligne — , forment une lérie convergente. 

Lt transformation précédente, appliquée à i'équalion (2), doODC 
4*=2u,+ Au, M-A'u, — a'ii.+ A'u, — {3) 

8i=4«i + 2Au,+ \\ +4'it, — 4'u,+ A'Uj— (4) 

16t=8it,+i4ii,+S4V+4*lli+l*"t,— 4'l(,+ (5) 

ActneHement, eo verto des hypolhèscs précédentes et des ém»- 

tiw'W.Caj.W 

*>§"'• *<Î".-k|a«„ 

f>{",+\àu„ «<Î«,+j4u,+|a*u„ 

<>|u, + j4t(,+|A'u,, <<^u, + i4a,+l4'«,4-lAy, 
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et, eu général, 




<a tioDTc aisément 
iu.=i^, ^u,= l.^. iu.= ^. 4«.=4 ..... 

^'"■^rirT' '^'"'=o!9 



121 TRAITÉ ÉLÉMEHTAIHE DES SÉRIES. 

201. Rêmarques. I. Le lerme général île in sÉrie (7) est rédno* 
tibic A la torme ~~, P„ étant un nombre enWv.r qui snliaiBil à la te- 

De plus, l>,=3. 

II. En admettant cette proposition (*), noos lorani, an fieti de la 
formule (1) : 

III. Si l'oD (èerehe à sommer la série (7), ou trouve qu'elle e«t 
égals i 2^^^^—. Par conséquent. 



it_ fi lin 



ce qoi est exact. 

202. Pkorl^eXXXI. 'Rmufonur UhMi 

(8—1—5+5—5+5—5— 

Solution. On a 

A«,=|, 4«.=^, Au,= i5 

AV-Î. A'„.=^. A'„.=5±5 

A'B.=|. 

A'u.^l 

• S 

Donc 

n HMilihaaiiui l«Gtaiirlemndtb(MraMi«i. 



Digilizsdliy Google 



CHAPHRE TD. - TRAMKtJKMAlTOKS UB SÈMES. ttS 
»05. hntfaiBXXXU. nauformer h lérit 

'=ï:ïî='^*+'='-'^'+«*— ■ (10) 

« ffuMm ^iteientpitu convergenUs. 
1* Le calenl prétsMeot conduit à 

a* A'i«trpai»i,leinSniecalcp|, appliqué i lu série (11) donne 

4.= .-==î+C^)-_(-)V ' (,„ 

3- Senblabrement, ri % «b,«w.3. on peut ramulacer la ri- 
ne (13] par 

(") 

et ainsi de soilc. 

i!04. flemorjiM*. I. Lcj (imiteg de i»ti*ergeiKe, pou h» ié< 
ti.. (10), (11), (12), (13), „„,, „^i„„„ . 

^>-l. «>-l, «>_1, «>_i, 
■■ 3 ; .< 7 : «< 15, 

11. Sappeaon», dans ht deux premières lériee, aE=2 ■ la sKSrie (10) 
derienir. dirageele , M il sei,il sbml. d. prêleedre, <»eime ro.1 
r.il plesieu géofcilre^ „, eù»™ j,„(„i„tt i ,„ ™„i„ 
membre, on qne l'en s 

|=l_2+4_8-f 16—..... 
«■■.moms, IVîuafion (11), (j^j ^ 

AoA tomivrgmif, M(6*w(e encore. En eOel, 

Ai»i, m, e„,^„„ (B),;d*l,„i, ^^.„„ (o 
du», s. i*,(e^ „„ r,,,^ 

l»<»lMrs»»niP(.),^pri,y|,i„ sM (A) M &e,„™ J,»,,™» (■). 
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Si, dnns les séries (H) et (12), on suppose ai cofliprii entre 
_1 et +1, les termes de la première série dcviennenl toai poiilib. 
iJ n'ai dont pm tou/ours néeetsaire, pour l'application dt ta mAW* 
dt Butlon, qm ht tennei dt la lirit propotii ioùnl, alunetttmtM, 
pMilifi M négatifs. Il csl vrai que, la série tronalormie ponianl Atre 
ffioiiM eomxrgmie que la série primitive, la trnnsrormntion n'oirrc 
pins d'utilité {-). 

IT, Pour une même valeur de x, comprise entre ^ et 1, les séries 

(11), (12), (13) sont de nuMi n mtnt eonvtrgtuteti mis rites 

leKnt plui que ia série propow!e(10]. Pareiemple, d;=| Amob la 
rétaltats sninnls : 




TniN^FOEtHATlONS DE SECONDE MiT^t. _ 

205. Dans le cimpitre précédent, nous avons développé plonenrs 
roDclions suivant les sinus ou les cosinus des multiples de la variable. 
Nous niions retrouver quelques-uns de tes liéveloppemenl», et «n ob- 
tenir de nouveaux, en supposant qne la variable ait U fonne pf'^''-'. 
La résDlUto aniqnels noue arriterons par cette voie metttoat ea évi- 



n Soft. Ibna les ttriea [tfl, (is). m irouvc 
MqtdMleiiiU.iliii It Kwale série at tweoup iwaM wi mw B M qMb ir il It t. 
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donce une partie des secours que l'analyse maihémitiqiie peflt tt- 
teadre de remploi de» imaginiim {']. 
S06. Luum: 

807. PiohJkb XXXm. Déieb^, kOboM Ui tÏMu «I lu oo~ 
rinui d» muKijiIu d» n, h Inelùm 

Abih'en, U iWinole 



troDTée en supposant z'<l, subsiste quand a derùnt iniginuTS, 
mais que son module est taHrieoT i l'anïtë ("*). Par nnséquco^ poor 
tante valeur du module p, noindraqnfl fnoitj, on ■ 



208. Im rormule (1) serait à peu près inolile, si nous ne ntet^Df 
soapreouerniembrBMas la forme A+BJ'-^, Or, 

l-pfMa— V'^slP..) 
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donc 

_i=^^.=:H-pC0S«+p'Ms2M4-p'cos3« + (A) 

Ces fonnnies ne ililTËrant pas de celles qne nwt avons troavées dans 
le Chapitre Tt(Probl.XXIQ), pat bo procédé beoaconp maîu nmple 
qoe celni-à. 

209. PiMLÈtis XXXIV. Dévilopptr la pmel»« 
SabUion. Si, dans In rormule (Ë) du n' lia : 

•■=i+;+5+% 

on remplace a par pe"'^=p[cosu+/— Isin»), on trouve 
^**v^.i..-)^l^-__î|L_(costo+l^sinf.,.). , (2) 
Hiis 

^..4V<=ïii--)_^-..fl''^'ta-— ^-[eM[p«in»)4y^iiD[p»in»)]; 
donc la rormnie (2) se partage en 
»f'""cM(piinw)=H-ïcMu+^co92«4-^M93u+.-,(C) 

«-"■"si.,{p.in.)= e,i„„ + ilsin2.+^sir.3«+ (D) 

210. Rimargaea. I. Dans ces équations, lo moJnle p peol Èfre 
quelconque, parce que les séries (B), (C) sont toujours cMTer- 
gentca (49). Si l'on remplace p par (/— 1 ("), le premier membre 
de la Tormulc [Q détient 

^■^"'"cm(>'— lsin«)=[cos(cosa.)+l^^sin(cost..)]^^!^^^tî:^ 
p-+.— : =1 _ (E) 

[■) Caue bnxHIièsii eil on conindiellon ïïec I» déaBlUon mena du module. Riin- 
NMlu, ta rfnluis inqneb non. tUoiu «nlrar mh» bimsO , «iill qno Ton poil 
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ŒAPTTRB Vil. - TRANSFORMATiONS DE SÉRIES. lli 
De mâme, la fomnle (D) conduit è 

îl'''--'-'->i»l"'")=TÏ-âè+r5ra3- W 

IL La combinusoD iet qnatn dernite» EDramlec dmoe encore 
ces léniltals remarquables : * 

^ ' 1 1.S 1.Î.3 ' l.î.3.*^l.ï.3.1.5 ^ W 
-ilnB.jc \ coa» aiDÎM MBS» ainJn Ma Sa . . 

■ ' '~ 1 i.a ijji i.î.s.4"'"i.ï,5^.B ' 
2ii. Pbobléih XXXV. DMopftr lu foMlùmt ma{fi*^), 

• Sobuion. Les Tormules 



sin {f>'-^-)=^J-irp^'[co, (2n + IJ^ + t'-l sin (2t. +!)„], 
coslpe"!^)— ^ [~l)"p'" (cM2n«+l'''Iirsin2nû,], 
Il reste à Ironsforiner les premier* membres. Or, 

■=sin{pcos6,)co8(l^p8iii<o)+co9(pco9w)sin(^ÇIÏp3lnu)| 

xscos(p<»sgi}cog(l^ — Ipsinu) — un(pciH a) rin (K—l pginu) 
=|co»().(iM.^(^'»'-+<-P*")— l8iii(pc(Wû.}(rf'""— 

. Dm» . , 
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no rnmt ÉiMmrMM des sékies. 

^(,p'-_r.".)„(|,t.,„)=t„„__L.„3„+ (,| 

'(,,-».+,w.i-)™(|.„„)=l_i,„,2.+ (K) 

.(.,..._,-„l..),i. = i.+ ; (P) 

ef''°"sin(pio3o.) = |cosoi + j43in2u~j-^coay(,i— (Q) 

<f'"'"c(i({pcMu)=l+ [sint..— cosaw— ; (El) 

212. PsoBLfiK» XXXVl. Dicehppir la fonction i{H-p<"*^-^j. 
Solutian. En opcrarit comme dons Ic9 proijlânic^ prucédciiU, on a 
(l'abord 

((l+pe-v^-^}=^ "{_!)-. ^[cosn^+t^sin -ir.>| : 
pois, si l'on suppose 

l+p(co5..,+l''^sin«)=e-'(cosB4-l^^si[|B); 
A=5Ï(l+2pcusû,+p'). B=nrelK ^ . "^ ; 

-^;(l+2pi:oa(.H-p']=fi^«s"— ^"l'Osa^ + ^cosaQ,— i^cos-iai+ (S) 

Cbb formules ont éiù trouv&s ilnris le Chnpilre VI (Prolil. SXI). 
215. PROiii.ll«K XXXVIl. Déttloppcr la foneuon iirc Ig (pe''^^). 
Solution, On 3 

arctg(pe-^-')=^°{-l)"-^L«'![2n-l)<-4y=r5iii[2«-lH 
Soit arcts(f,cosi-+('^psinw)=:A+RV^; 
alors nrc tg (p cos p ain <,>)=A-~h/~î ; 



1 + ?' 
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CHAPITRE VII. - TRANSFORMAWOMS VB SâUBS. 
Ls dernière éijDatton donne 

pu» B=!ii±Siî! 



. On a lionc, au lieu (lu développement ei-dofsus : 

ainsi qn'oD l'a trom& précédemment (180, 1). 
214. PioraJon XXXTIK. Diveloppir la fonction 

arciiD{««.a+/^9in.^). 
Sotution. La tormule (D) du n° 1&2 : 

deTieol d'abord 

.rc.iu(m.»+>^Hin») (3) 

Soit 

arcsm[coa6,+/:=ram«.)=A+B/IIÏ, 

on 

On condot aisément de celte équation : 

aco»u=(^+«-»)MnA, 28Înù>=(<»— «-^omA; 

puis 

îin'A oWA ' 

etenBo 

CMA=KMnu,"aiDA=Kl— siniB, B=I(I^ l+sÏDio-l-^»»»)- 



132 TBAnt ËlâlfENTAIRE DES SÉRIES. 

Ces valeon, «nbstitofei dini l'équation (3), la décomposent 

deux- ci : 




d'où Ton en pcnirnit tiiw beanconp d'antrat. 
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ntrce iH i la banque, par Pti/rard. In-8. I fr. 50 c. 

BINBT, membre de l'inslilul. Mémoire sur les tatécralee dd- 
flidea ralérlenuBi, et sur tear applictlioB i la Ihéorie des 
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bres. 1810. h<-i. 5fr. 
■ — ninmoiri' sur 



diftiire 
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qoaHoM Moiproquei , renfermant un nombre quelconque 
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orbltei planétaires. 1S40. Iii~4. àO c. 

BOBILIËR, professeur de mécanique aui Ecoles des arts et 
métiers de Clialuni et d'Angers. prlnolpM d'alEibra. 
3'âdit. 1S49, t vul.in-S. il Ir. SO 
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lasdMsalinilian. 
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D'AIGUIERES {Cb.}- nUes >aju fin donntii lu riwHalg de 
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1 vol- tari. S h. 5o 

DESNAN'IVr. sntii ii ri'.H^iir, ilwlciiif'i wiimcs. Exposiliondes 
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-UBAgleàoalcnl, AD bai*. 

Celte iDsirncLion fiitconiulire des mé 
ibloaui nombres enilen et iMdiiiau 

isiKIIei: l'miïiir InenKigne dcpsli plmleDn untei t TEcolo duaiti 
t méiien, ci ellui foui ^cqiii-iiT ani «Jtra iM ptomMa haUiudc de l'[n- 
U-utimi. Allai, lEi trois preiDitra Mlilcn» «ii-elta ^lA ipntiéM m pea 
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centrale des arts et maanractnrM. 

l» partie : TrlgonamMrle, 1BS7. In-B. 3fr. 
^ partie : Oéomdtrte ajudytiqna. Hotl«D* ds ealonl 
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